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PRESENTAZIONE 

I programmi presentati in quest'opera sono stati scelti in modo da portare il lettore 
a formarsi una logica di base per la risoluzione di problemi di tipo matematico o stati

stico. 

Per la codifica di tali programmi si è utilizzato il Basic Applesoft implementato sul 
sistema Appie li, ma, dato che le particolarità di questa versione del Basic sono state 
utilizzate essenzialmente nella gestione dell'Input-Output e non nelle routines di cal
colo, risulta molto semplice adattare questi stessi programmi ad un'altra versione del 
linguaggio Basic. 

Per consentire un approccio graduale alle tecniche dell'analisi numerica, ci si è 
sforzati di presentare i problemi in ordine di difficoltà crescente. Fanno eccezione i 
primi due programmi di statistica (numeri 11 e 12) che per la semplicità di sviluppo 
potrebbero essere trattati anche prima di tutti gli altri. 

Ad ogni programma si è preposta una esposizione schematica del metodo numeri
co e delle tecniche di programmazione utilizzati. li lettore che trovasse insufficiente 
questa esposizione potrà comunque consultare la bibliografia consigliata a cui l'auto
re ha fatto specifico riferimento. 

Completa ogni capitolo, oltre ovviamente al listato del programma, il diagramma a 
blocchi relativo all'algoritmo utilizzato (stilato secondo i criteri di normalizzazione A
FNOR - ISO) e un esempio pratico in cui, tra l'altro, vengono specificati il tempo e la 
quantità di memoria utilizzati. 

Nell'intento di permettere al lettore di inserire ciascuno dei programmi presentati 
in un disegno più vasto, si sono strutturati i programmi stessi nel modo seguente: 

un programma generale che assicura esclusivamente la gestione corretta su vi
deo dell'input- output; 

una routine che rappresenta la risoluzione del problema proposto e che può esse
re a sua volta suddivisa in più subroutines. 

Per ogni procedura vengono dettagliate le regole per l'uso con particolare riguardo 



a: dati necessari (in input), risultati torniti, variabili, vettori e matrici utilizzati, funzioni 
e sottoprogrammi richiamati. 

Il dimensionamento dei vettori e delle matrici viene fatto nel programma principale 
in modo da evitare l'errore "redim'd array" se uno di questi viene utilizzato in più pro
cedure, oppure se viene più volte richiamata la procedura che contiene un 'istruzione 
di dimensionamento. 

Consigliamo al lettore, per approfondire la comprensione dei programmi, di prova
re ogni programma proposto con un semplice esempio e di seguirne /'andamento 
passo passo, in modo da atterrare meglio il meccanismo degli algoritmi utilizzati. 



PROGRAMMA NUMERO 1 

INTERPOLAZIONE POLINOMIALE 
DI LAGRANGE 

Si supponga di conoscere i valori di una funzione y = f(x) in n + 1 punti [y0 = f(x 0), 

y, = f(x 1), ••• , Yn = f(xn)] e di voler calcolare il valore di y corrispondente ad un 
generico valore di x. 

L'interpolazione polinomiale di Lagrange risolve questo problema permettendo di 
costruire una funzione polinomiale p(x) (di grado minore o uguale a n) passante per 
gli n + 1 punti del piano (x, y). 

Il valore cercato di y si può allçira facilmente ricavare dal polinomio interpolatore 
p(x) ly = p(x) I. 

11 valore cercato di y si può allora facilmente ricavare dal polinomio interpolatore 
p(x) ly = p(x) ]. 

1 - METODO NUMERICO 

Date n+1 coppie di valori (x;, Y;). si definiscono "funzioni elementari di 
Lagrange" relative a tali punti le funzioni L; (x) 

(1) 
n 

L; (x) =IT 
jccQ 

jf i 

X-Xj 
(i= O, 1, ... , n) 

X;-Xj 

Si può verificare facilmente che queste funzioni soddisfano alla seguente pro
prietà: 

o;k (k = O, 1, ... , n) { 
1 se i= k 

ove O;k = 

O se if k 



Il polinomio 

n 
(2) p(x) =I: Yi L; (x) 

i· o 

soddisfa le condizioni Y; = p(x;) in quanto risulta: 

(k=O, 1, ... , n) 

e pertanto l'espressione (2) rappresenta il polinomio interpolatore di Lagrange. Que~ 
sto polinomio permette di interpolare in un punto qualsiasi la funzione definita dalle 
n+1 coppie x;, Y;· 

Riferimenti bibliografici: A2, 81, 82, C2, H1, L3. 

2 - TECNICA DI PROGRAMMAZIONE 

Le N+1 coppie di valori (X;, Y;) vengono memorizzate nei due vettori X(I) e Y(I) 
(I = O, 1, ... , N). L'espressione (2) è allora calcolata mediante un ciclo (I = O, 1, 
... , N) in cui ogni termine della (2) è a sua volta calcolato, per X = Xl, mediante un 
ciclo (J =O, 1, ... , 1-1, 1+1, ... , N) applicando la formula (1). 

2 



3 - DIAGRAMMA 
A BLOCCHI 

INIZIO 

t':.N..f--1 

DIP1 XltJ)1 YIN) 

calcolo ----.----< per u11 
alrro 

va1or4i? 

_____ J:troduzione del 

èmero di coppie 

_ _ _ _ _ ~ntroduzione della coppia 

r(l),Y(I) 

.Introduzione 
- - - - - - ~el punto d'interpolazione 

_____ J:ampa del valore 

Lterpolato 

FINE 

3 



4 

N 

NU = YCI) 
DE: 1 

_r:izializzazione di 
- - - - ~umeratore e denominatore 

Yr:yr-r ~ - - - - _[alcole della somma 

DE [ 

N 
.._~----'r~I+11--~---c 

RETURlt 



4 - PROGRAMMA 

2 
3 
4 
6 
7 
Fl 
9 
10 
1.1. 
!.2 
:1.3 
1.4 
l.~ 

1.6 
100 
1.1 o 
!.20 
!.30 
!.40 

:t.~O 
160 
1.70 

REM 
RFM 
REM 
REM 
RFM 
RFM 
REM 
REM 

REM 
REM 
RFM 
RF.M 
RFM 
RFM 
REM 

REM 
REM 
RFM 
HOMF 

INTERPOLAZIONE POLINOMTAl.E 
[Il l .. AGRANGE 

Al ITORE: H • HAUT 

DESCRIZIONE: 
QIJFSTO PROGRAMMA CONSENTE TL CALCOLO DEL. 
VAL.ORE DEL POI INOMIO TNTFRPOI ATORF 
[II LAGRANGF. PASSANTE PFR UN MllMFRO ARBHRARll'J 
DI PUNTI (X,Yl 

************************************************ 

RFGOI F fl' USO 

PRINT : PRINT 
LAGRANGF' 

INTERPOLAZIONF POLINOMIALE": PRINT ' TIT 

PRINT : PRÌNT ' 
VTAB C10) 
PRINT ' lolNTRODURRE IL 
O IL POLINOMIO"! PRINT ' 
FINISCONO UN POLINOMIO 
PRINT 

AUTORE! H.HAUT' 

NUMERO DI COPPIE'l PRINT ' 
INTERPOLATORE': PRINT ' 

DI GRADO N>' 

CHE DEFINISCON 
( N+1 COPPIE DE 

PRINT ' 2.INTRODURRE SUCCESSIVAMENTE LE COPPIE X,Y'I PRINT 
I.BO 
190 
200 PRINT ' 3.DEFINIRE LA VARIABILE X PER CUI'I PRINT ' SI VUOLE CALC 

OLARE IL VALORE': PRINT ' DI INTERPOLAZIONE PER Y' 
21.0 VTAB (23) I HTAB (5): PRINT 'PRFME'RE llN, TAS,TO f'.ER C@NTINUARE ': GFT A$ 

220 HOME 
230 REM 
240 REM GESTIONE DEI DATI IN INPUT 
250 REM 
260 INPUT 'IL NUMERO DI COPPIE='; N11 N = N1 - 1 
270 REM 
280 REM ISTRUZIONI DI DIMENSIONAMENTO 
290 REM 
300 DIM X<N>,Y<Nl 
310 FOR I = O TO NI REM INSFRIMENTO DATI 
320 PRINT 'COPPIA 'II + 1;•:• 
330 INPUT • x=·;x<II 
340 INPUT ' Y='IYCI> 
350 NEXT I 
360 PRINT INPUT 'INTERPOLAZIONE PER X=';XI 
370 REM 
3Fl0 REM CHIAMATA DEL. SOTTOPROGRAMMA· 
390 REM 
400 GOSUB 1000 
410 REM 
420 REM GESTIONE DEI RISULTATT 
430 REM 
440 PRINT 'VALORE INTERPOLATO Y='!YI 
450 PRINT : INPUT 'VOLETE L'INTERPOLAZIONE PER UN ALTRO 

1 •;A$ 
460 IF A$ = 'S' THEN GOTO 360 
470 END 

VALORE (S O NI 

1.000 REM ************************************************ 
1010 REM SOTTOPROGRAMMA PER IL CALCOLO DELL'INTF.RPOLAZIONE 
1020 REM POLINOMIALE [II L.AGRANGE 
1030 REM 
1040 REM 
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1050 REM 
1060 REM 1.DATI NECESSARI 
1070 REM * N=GRADO DEL POLINOMIO=NUMERO DI COPPIE -111 
1080 REM * X<II E Y(Il <I=0,1,,,,,Nl =VETTORI 
1090 REM CONTENENTI I.E Ntl COPPIE <X,Yl 
1.100 REM * XI=VALORE DI X PFR CUI I.' INTER-· 
1110 REM POLAZIONE DEVE ESSERE CALCOLATA 
1120 REM 2.RISULTATI FORNITI: 
1 l.30 REM * YT=RISULTATO DEI .L' INTERPOl..A?IONE 
1140 REM 3.VARIABILI UTILIZZATE: 
1150 REM DE,I,J,N,NU,XI,YI 
1160 REM 4.VETTORI l.ITILIZZATI: 
1170 REM X<Nl,Y<Nl 
1180 REM ************************************************ 
1190 YI = O 
1200 FOR I = O TO N 
1210 NU = Y(II: REM INIZIALIZZAZIONE DEL NUMERATORE 
1220 DE = 1: REM E DEI. DENOMINATORE 
1225 REM 
1230 REM CALCOLO DI UN TERMINE DELLA SOMMA 
1240 EOR J = O TO N 
1250 IF J = THEN GOTO 1280 
1260 NU = NU * <XI - XCJll 
1270 DE = DE * CXCII - XCJll 
1280 NEXT J 
1285 REM 
1290 REM CALCOLO DELLA SOMMATORIA 
1300 YI = YI t NU I DE 
1310 NEXT I 
1320 RETURN 

5 - ESEMPIO PRATICO 

Si cerchi il valore di interpolazione per X 
ta dalle cinque coppie: 

3.5 ed X 

X,Y = (0,1), (1,-1), (2,-13), (4,5), (5,131) 

Rl .. IN 

INTERPOLAZIONE POLINOMIALE 
DI I llGF,llNGE 

Al..ITOFff ! I-!, HAUT 
1, INTROfll.IRRF IL NUMERO [IJ COPPTF. 

rHF IIEFINISCONO Il POLINOMIO 
INTFRF'QL ATORE 
<N+l C(lF'Pff DFFHHSCnNn IJN Pm TNOl-ITO 
DI r.RAfl(l NI 

'.'. TNTRnf!IJF;RF.. s1iccr:-c:;c:nMMFNTF I F COF'PTF 
X,Y 

~.DFFINIF::F: I.A vt1RIA!HIF X PFF' r'.llI 
SI Vl.101 F CALCOL.ARF TI Vl\I nF'i0 

Dl JNTFRPOI A7TONF PFR Y 
F'RFMFRF llN TASTO FFR CQ~HJNIJt,RF 

TJ NllMERn nI COPF'ff=') 
cn1=·F·r11 l! 

6 

Xo,0 
y,,1 

4.2 di una funzione defini-



rrwr·TA '"'t 
y,,,,1 
Yc•-·1 

rnl"l''Til :•;: 
Y~::? 

Yc•-.. l ~ 

rrlf"F'TI~ 4t 
X"-'4 

X::::~_i 

TNlTRF'nl A?TnNF' pFI~ Xc•~,~·; 
\JAI nF:F T NTFRF'n! ATn Y~·-.. '16. 9:nc; 

VOI. r:Tf~ I 'HHFRPrll A7TO~W pl~R llN •'I TRO 
UAfnF~F'· <S O Nl 7 S 

TNTFRPOlAZtONF PFR v~4,2 
\!Al. nRF TNlFRPnf .AH1 Yc•?n. p17c;999 

l!Of nT ! 'TNTr-'RPOI A?TnNF f"F'R I IN Al TRP 
VALORF (S O Nl ? N 

tempo d'esecuzione: 1" 
memoria richiesta: 2484 ~ytes (senza REM 768) 

7 





PROGRAMMA NUMERO 2 

VALORE NUMERICO DI UN POLINOMIO 
E DELLE SUE DERIVATE 

Si vuole calcolare il valore assunto da un polinomio dato (di grado n) e dalle sue 
derivate in un generico punto x0• 

1 - METODO NUMERICO 

1.1 - Calcolo del valore del polinomio per x = xo 

Sia dato il polinomio: 

( 1 ) 
n . 1 p(x)=I: a;xn-1 =a0 xn+a1 xn- + ... +an 

f=O 

Per calcolare il valore assunto da tale polinomio per x = x0 si consideri l'espres
sione (1) (con x = x0) scritta nella seguente forma equivalente: 

da cui si ricava facilmente l'algoritmo di calcolo, noto sotto il nome di algoritmo di 
Horner - Ruffini: 

definiti per il polinomio (1) e per il valore x0 i numeri di Horner nel modo seguente: 

ko = ao 
k 1 = k0 x0 + a, 
k 2 = k 1 x0 + a2 

k;=k;-1X0 +a; 

9 



si avrà 

1.2 - Calcolo delle derivate 

1.2.1 - DERIVATA PRIMA 

La derivata di p (x) sarà un polinomio di grado n - 1. 
Definito un polinomio p1 (x) tale che: 

(3) p(x) = p(x 0) + (x - X 0 ) P1(x) 

si ponga 

(4) 
n -1 . 

P1 (x) = I: b; xn-1 - 1 

i o 

Derivando entrambi i termini della (3) e ponendo x x0 si ottiene: 

Dunque il valore della derivata di p(x) in x0 coincide con il valore assunto dal poli
nomio p1 (x) nello stesso punto. 

Utilizzando la (3) e la (4) si può allora scrivere: 

n . ~1 . 
(5) I: a; x"-1 = p(x0 ) + (x + x0 ) I: bi xn-1- 1 

i O i=O 

e, tramite un confronto tra i due membri esprimere i coefficienti b; in funzione dei 
coefficienti a;. 

Si può facilmente verificare che i coefficienti del polinomio p 1 (x) sono uguali ai pri
mi n numeri di Horner di p(x0 ): b; = k; (i =0, 1, .. ., n - 1). 

Per calcolare il valore del polinomio p,(x) = p'(x) nel punto x0 si può applicare ora 
l'algoritmo di Horner. 

Definiti i numeri di Horner per p 1 (x0 ) come: 

Qn = ko 

(6) q 1 = q0 X 0 + k 1 

si ottiene: 

10 



1.2.2 ..:. DERIVATE DI ORDINE SUPERIORE 

Generalizzando il ragionamento del paragrafo precedente e definiti i polinomi 

Pm (x) = Pm (Xo) + (x - Xo) Pm+1 (Xo). (m = O, 1, ...• n - 1) 

si può dimostrare che: 

p (x) = p0 (x) · 
_ il valore della derivata di ordine i di p(x) nel punto x = x0 è dato da: 

_ i coefficienti del polinomio P; (x) sono i numeri di Horner relativi al polinomio 

P;-1(Xol· 
Queste considerazioni permettono di sviluppare dettagliatamente l'algoritmo ri-

chiesto. 

Riferimenti bibliografici: C1, D1, L3. 

2 - TECNICA DI PROGRAMMAZIONE 

I coefficienti a; sono memorizzati in un vettore A (I), 1 = O, 1, .. ., N. 

2.1 - Calcolo di p(xo) 

Si segue scrupolosamente l'algoritmo (2), inizializzando P = A (O) ed eseguendo 
ciclicamente N volte l'espressione P = P • XO + A (I). 

All'uscita dal ciclo la variabile P conterrà il valore assunto dal polinomio p(x) per 
X = X0• 

2.2 - Calcolo di p(xo) e di p'(xo) 

Si inizializzano le variabili P1 e P rispettivamente con i valori O e A(O). 

Si calcolano ciclicamente per N volte i valori delle espressioni 

P1 = P1 • XO + P e P = P • XO + A(I) 

seguendo gli algoritmi (3) e (6). 

All'uscita dal ciclo si avrà: 

P = p(x0) e P1 = p'(x0) 

11 



2.3 - Calcolo di p(x) e delle sue derivate per x = xo 

Si utilizza un vettore P(I) (I = O, 1, ... , N) in cui l'elemento i-esimo è destinato a 
contenere il valore della derivata i - esima di p(x) calcolata per x = x0• [Si pon
ga P(O) = P0 (X0) = p(x0) J. 

Inizializzato il vettore P con i valori P(I) = A(N-1) si procede nel calcolo 
mediante N passaggi successivi (I = 1, ... , N) secondo lo schema seguente: 

Nel passaggio I-esimo si calcola ciclicamente per N - I - 1 volte l'espressione 

P(J) = P(J) + XO * P(J+1) (J = N-1, N-2, ... , 1-1) 

Dopo ogni passaggio, l'ultima componente del vettore P calcolata [vale a dire 
P(I - 1) I viene moltiplicata per il fattoriale di (I - 1), conformemente a quanto 
espresso nella formula (7). 

lc-'1 1=2 l=N-1 l=N 
P(N-1) P(N-1)+XO•P{N) P(N-1)=P(N-1)+XO•P(N) ... P(N-1)=P(N-1)+XO•P(N) P(N-1)=P(N-1)+XO•P(N) 
P{N 2) P(N -2) + XO • P(N-1) P(N-2) = P(N-2) + XO • P (N-1) .. . P(N-2) = P(N-2) + XO • P (N-1) 

P(1J =P(l) +XO•P(2) 
P(O) P(O) + XO • p (1) 

12 



3 - DIAGRAMMA A BLOCCHI 

r:serimento di -----'t = grado del polinomio 

[inserimento di 
- - - - ~(I) = coefficiente di xN-1 

Gnserimento 
- - - - - ~el punto per il calcolo 

IlE = 1 : calcolo di p(XO) 
- - - - - E = 2 : calcolo di p(XO) e p'(XO) 

E = 3 : calcolo di p(XO) 

13 



- - • Elzializzazione 

RET\Jl\111 

14 

3 

RETURN 

fmohÌplicazione 
--~er L =(I -1)! 



4 - PROGRAMMA 

? 

3 
4 

6 
7 

fJ 
9 
·10 
11 
1.2 
t:~ 

'14 
1.fi 

REM 
REM 
REM 
RFM 
RFM 
l~FM 
REM 
REM 
REM 

RFM 
RFM 
Fff:M 
RFM 
RFM 
RFM 
F<FM 
RFM 
REM 
RFM 
REM 

REM 
REM 
RFM 
HflMF 

Cr'll.[;l'JI .. O DFL VllLORF 
NUMFR Ir.O fl J I .. IN POI... I NDM IO 

E DEL.L.F RUF flERTVr'ITF 

r'l\.ITORE: H, Hl\IJT 

DERCRIZIONE:DOPO r'IVER TNTRDDl'JTTO 
t [;OFFFIGIFNTT DE'L POLTNOMID 
F TI PllNTO PER Cl .. IT SI \ .. JUIJI F FSEGl.ITRE · 
JL [;r'll.C:Ol. O, Il. PROGRr'IMMr'I r:AJ.r:OI Il 
Il.. Vlll.ORF DEL Pl'JI. INOMto NEI PllNTO 
OPPllRE Tiit F VALORE' F fll .. IFI. I. O 
DFJ..1 ..... 11 flFRTVl\Tr'I PRIMt'I, OPPllRF 
TI VlllOl~E DFL. POL INOM J (1 E fl I 
TUTTE l. .. F RllE DERIVr'ITE,11 RCFl.Tr'I 

*********************************** 
1 (· 
17 
1.R 
19 
20 
1.00 
1.1.0 
1?n 
·1:ii0 
t40 F'RINT : PRTNT ' c11u:m .. o flFI. VII! nRE '!IJMFFn:r.o flT llN PO! INIJMHl F 

DELLE flFRIVllTF ' 
F'RINT: PRINT' llUTIJRFlH,Ht'llJT'! 
F'FnNT ' F~E'GOI F D'URO:•: F'RINT 

1.~0 

1.60 
1.70 F'RINT 1.. TNTROJ'tlJRRE DI SFDl.ITTO IL [·Wll!"IO DEI. POI. INOMIO, T 

r.nFFFTrTENTJ F Il. PUNTIJ flI Clii.. COLO': PRINT 
1..fJ(l PRTNT ' 2.sr.FGI. TFRF TI TlPO DT [;lii r:m .. o: 

1=VAlORE DEL POL.INOMIO ~ 
=Vlll.IJFff J:IEL. POI. TNOMIO F flFU Il DERIVllTll PRTM,0,' 

190 PRINT ' 3=Ut'IL.IJRF TIFI POLINOMIO E flT Tl.ITTF 
r: DFRTVr'ITF' 

?00 PRINT : PRINT 'STMI<Ol.OGTr'l:PO(X)=Vr'll l'JRE !'IEI. F'Ol..INOMTl'J Pt< 
X) ,P?(X) • • ·F'N(X)'=~''°'I ORI f•EI ! F flFRTV,.,TF ' 
PRINT : PRINT 'PRFMFRF IJN Tt'ISTO PER CIJNTINIJl\Fff'; GFT r'I$ 
Hl'JMF 
REM 

240 RFM GESTIONE !'IFt fll\TT TN INPUT 
'.'~0 REM 
·~·bO INPllT "GRADO l'IFI POI TNOMIO ';N: PRINT 
?70 RFM 
2R0 REM IRTRUZIONt flt DTMFNSIONt'IMENTO 
?90 RFM 
300 DIM l\(N),PINl 
31.0 F'RTNT : FORI= O TO Nl HT'°'R (~l: PRTNT 'GOFE. Dt Xft';N 

(37)! VTllB <CV): HTl'IB C?O)! JNPIJT '=':AII)! NFXT T 
320 F'RTNT ; INPUT '[;t'll r.01 n NE! PUNTO XO=' ; XO 
:~:ii0 Pr-:INT ! INPl.IT 'TIPO flT Cr'ILCOL.D SGF! T!l ';TE 
-~40 FffM 

GHTllMl'ITr'I flFI SOTTOPROGRllMMr'I 

1.000 

GESTIONE flFt RTSllL..TllTI 

THEN PRINT 'PO('IXOl'l='IPl GOTO 480 

r;r.v 

:·~~o 

v.o 
370 
3f!(l 
390 
400 
41.0 
420 
430 

REM 
RFM 
GORl.IB 
REM 
FffM 
REM 
HOMF 
IF TE 
IF TE 
BO 
FOR 
RFM 
REM 

2 THEN PRINT 'PO(';xo;·>=';P: PRINT 'P1('1XOl'>='IP1: GOTO 4 

440 
450 
460 

O TO Nl PRINT 'P'lJ!'<'IXOl'l='IP(I),I NFXT Il GOTO 480 

POSSJBIL.ITr'I' DI Cr'll..COLO JN \.IN ALTRO PUNTO 
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470 REM. 
480 PRTNT :, PRTNT 'VOLETE IL CALCOLO PER UN ALTRO PUNTO? 'l TNPl.IT ' 

(SO N)l '11'1$ 
490 TF A$ = 'S' THEN GOTO 320 
500 
1000 
lOlO 
1020 
1.030 
1040 
1.050 
1.060 
l.070 
1080 
1.090 
l 1.00 
1110 
11.20 
l1.30 
U.40 
l1.50 
1160 
1170 
l 180 
1.190 
1200 
1210 
1220 
1230 
1240 
1.250 
1260 
1270 
1280 
1290 
1.300 
1310 
1.320 
1.330 
1340 
1350 
1360 
1.370 
1380 
1390 
1400 
141.0 
1420 
1430 
1440 
1450 
1.460 
1470 
1480 
1.490 
1.500 
1510 
1520 
1530 
1.540 
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END 
REM 
REM 
REM 
REM 
REM 
REM 
REM 
REM 
REM 
REM 
REM 
REM 
REM 
REM 
REM 
REM 
REM 
REM 
REM 
REM 
REM 
RFM 

*************************************** 
SOTTOPROGRAMMA-PER IL CALCOLO DEI 
VALORE DEI POLINOMIO IN XO 

PIXl=A(O) XANfAI!.) XAIN-l)+ ••• +AIN-ll X+AINl 
E DI TUTTE LE SllE l"IFRTVATE 

REGOLE D'USO: 
1,DATT NECESSARI: 

* N=GRADO DEL POLINOMIO 
* AIIl=VETTORE DEI COEFFICIENTI 

SECONDO TI_ MODELLO DEI I A RIGA 1030 
* XO=Pl.INTO DI rALCOl..O 

* TE=:t,2,3 : 
l=CALCOLO DI P<XOI 
2=CALCOLO DI PIXOI E P'IXOI 
3=CALCOLO DI PIXOI E DI TUTTE LE DERIVATE 

2,RISUITATI FORNITI: 
*BE TE= l, F'=P I XO) 
*BE TE=2, P=,F' ( XO I E Pl =SUA DERIVATA PRIMA 
*SE TE=3;PC0l=PIXOllPl1),,,p(Nl=LF DERIVATE 

sucrESSIVE IN X=XO 

REM 3.VARIABTLT UTILIZZATE: 
RFM I,J,K,L,N,P,Pl,XO 
REM 4.VETTORI UTILIZZATI: 
REM A(NJ,PINI 
REM *************************************** 
REM SCELTA DEL TIPO DI CALCOLO 
ON TE GOTO 1300,1360,1430 
REM TF=l 

F' = A 10) 
FOR I = l TO N 

P = P * XO + A(Il 
NEXT I 
RETIJRN 
REM TE=2 

F'l = O:P = AIOI 
FOR I = l TO N 

Pl = F'l * XO + F' 
P = P * XO + A~Il 

NEXT I 
RETLIRN 
REM TE=3 
FOR I = O TO 

L = 1l REM 
FOR I = 1 TO 
FOR , .. 1 = I TO 

K = N + I -

N:P<II = AIN - Ili NFXT I 
INIZIALIZZAZIONE DEL FATTORIAf.F 

N 
N 
- ,_I 

P<Kl = PIKI 
NEXT ,J 

PIKl = P<KI 
L = L * I 

NEXT I 
PINI = PINI 

RETLIRN 

+ XO * PIK + 11 

* L 

* L 



5 - ESEMPIO PRATICO 

Si vuole calcolare il valore del polinomio di quinto grado: 

xs + 4x2 + x - 2 e delle sue derivate per x = 2. 

RUN 

rAl.COLO DEL VALORE NUMERICO DI UN 
POLINOMIO E DELLE DERIVATE 

AUTORElH.HA!.IT 
RFGOI F [i'USO: 

t.INTRODURRF DI SEGUITO IL GRADf1 
DEL POLINOMIO,! COEFFICIENTI E 
Il. PUNTO DI CALCOLO 

?.SCEGLIERE IL TIPO DI CALCOLO: 

l=VAl.ORE DEL POLINOMIO 
2=VALORE DEL POl.INOMIO E DELLA 

DERIVATA PRIMA 
3=VALORE DEL POLINOMIO E 

DI TUTTE LE DERIVATE 

STMFOLOGIAlPOIXJ=VALORE DEL POLINOMIO 
P11XJ,P21XJ,,,PNIXJ=VALORI 
DELLE DERIVATE 

PREMERE UN TASTO PER CONTINUARE 
GRADO DEL POLINOMIO 5 

COEF, [Il X"5 
=l 

COEF. DI X"4 
=O 

COEF. DI X"3 
=O 

COEF. DI X"2 
=4 

COEF. DI X"l 
=l 

COEF. DI X"O 
=-2 

CALCOLO NEL PUNTO X0=2 

TIPO DI CALCOLO SCELTO 3 
P0<2J=48 P1<2J=97 
P212J=168 P3(2)=240 
P412J=240 PS<21=120 

VOLETE IL CALCOLO PER UN ALTRO PUNTO' 
<S O NJ; N 

tempo d'esecuzione: 1" 
memoria richiesta: 3424 bytes (senza REM 1131) 
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PROGRAMMA NUMERO 3 

DERIVAZIONE NUMERICA 
DI UNA FUNZIONE DISCRETA 

INTERPOLAZIONE DI NEWTON 

Come l'interpolazione polinomiale di Lagrange, l'interpolazione di Newton permet
te di calcolare il valore assunto da una funzione f(x), definita da n + -1 coppie di va
lori lx;, y; = f(x;) I. in un punto qualsiasi. 

Questo metodo di interpolazione è senza dubbio più efficace del precedente in 
quanto permette di calcolare direttamente sia il valore assunto dalla funzione sia 
quello assunto dalle sue prime n derivate in un punto a piacere. 

1 - METÒDO NUMERICO 

1.1 - Polinomio interpolatore di Newton 

Il polinomio interpolatore di Newton, passante per gli n + 1 punti [x;, y; = f(x;) I 
(i = O, 1, ... , n) è il polinomio (di grado minore o uguale a n): 

P0 (x) = Dn + Dn-1 (x - Xn) + Dn-2(X - Xn) (X - Xn-1) + ... 
+ D0 (X - Xn) (X - Xn-1) ... (X - X0 ) 

ove i D; rappresentano le "differenze divise" definite nel modo seguente: 

Dn-1 = lxn. Xn-11 = fxnl- [Xn-1 I 
Xn -Xn-1 
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(1) Dn-2 ·' lxn, Xn-1, Xn-21 = 
Xn - Xn-2 

Xn -Xo 

Il valore del polinomio P0 (x) per x = t può essere allora calcolato con l'algoritmo 
di· Horner (cfr programma numero 2) nel modo seguente: 

ao =Da 
(2) ai = aa(t - X1) + Di 

ove a0 , •.• , an rappresentano i coefficienti di Horner di P 0 (x). In effetti il polinomio 
P0 (x) può anche essere scritto nella forma: 

1.2 - Derivazioni successive 

Definiti i polinomi Pk (x) di grado n-k tramite la formula di ricorrenza: 

Pi, (x) = (x - t) Pk+1 (x) + Pk (t) (k =O, ... , n-1) 

si può dimostrare che: 

a) la derivata di ordine k di P0 (x) calcolata in x = t è data da: 

p(kl (t) = K ! Pk (t) 

b) le differenze divise di Pk (x) sono i numeri di Horner di Pk_1 (x). 

Riferimenti bibliografici: 81, 82, C2, C3, H1, L3, 82. 

2 - TECNICA DI PROGRAMMAZIONE 

2.1 - Calcolo dei Di 

I valori iniziali x; e y; sono, come al solito, memorizzati nei vettori X( I) ed Y (I). 
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Il calcolo dei Di si effettua con l'aiuto di un vettore D(J) che viene inizializzato 
ponendo D(J) = Y(J). 

Si procede poi in n passaggi distinti (I = 1, 2, ... , N). Ad ogni passaggio si effettua 
per N-1 +1 volte l'istruzione: 

D(J + 1) - D(J) D(J) =--_,_--'---'-'----(J = 1, ... , N-1) 
X(J + 1) - X(J) 

si ottengono così le N + 1 differenze divise come illustrato nello schema seguente 

0(0) = 
0(1) = 
0(2) = 

O(N-2)= 
O (N-1) = 

O(N)= 

inizializ-
zazione 

[x01 
[x,J 
[x2] 

[Xn-21 
[Xn-11 
[xnl 

1=1 
[x1, x0 1 
[x2, x,l 
(x3, X2I 

[Xn-1• Xn-:21 
[xn. Xn-11 

2.2 - Calcolo delle derivate 

1=2 I =N-1 I =N 
[x2, x,, x0 ] [Xn-1• ... , x0 1 [xn •... , x0 J 
[X3, X2, x,J [xn, ... , x,] 
(X4, X3, X2] 

· Per il calcolo delle derivate si segue un procedimento analogo a quello illustrato 
nel capitolo precedente (cfr paragrafo 2.3). 
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3 - DIAGRAMMA 
A BLOCCHI 

22 

DIM O(N) 
X (h'), y ( h') 

P(N) 

____ ~nserimento del 

tumero di coppie 

_ _ _ ~serimento delle t + 1 coppie (x, y) 

___ f:serimento del punto 
t'interpolazione 

~
serimento della scelta sul 

_ _ po di calcolo: 
= p(x); 2 = p(x) e p'(x); 
= p(x) e tutte le sue derivate 



J)(~)::: 
-__;;i......---1 l> (J".1.~)-Ì> (1) 

X (:r+'l)-Jt(:r) 

N -
I::: r.+'1. 

N 

1. 

}nizializzazione delle 
- - - tifferenze divise 

Jcalcolo delle 
- - - Lifferenze divise 

3 
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talcolo di P = l(x) 
- - - - econdo lo schema 

i Herner 

PA=P+P-lt1{Jc-X(.rl) ~Jcolo di 
------. - - - = l(x) 

P:l)ll)+P'i'(X-IC(:l)) 1 = f'(x) 

N 
I :.. '.I +1 1--+--< 

RETlJ~N 
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tizializzazione 
..----.....,P(.I):D(W-I) - - - elle de~ivate 

uccess1ve 

N 

N 

r:izializzazione 
- - -tel fattoriale 

___ lcalcolo delle derivate 
tuccess1ve 

J: =I - 1 
---t=(l-1)! 
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- - - -Ealcolo del fattoriale 

r:: I +1. 

4 - PROGRAMMA 

1 REM 
2 REM 
3 REM 
4 REM 
5 REM 
6 REM 
7 REM 
8 REM 
9 REM 
10 REM 
l.1 REM 
l.2 REM 
13 REM 
14 REM 
1.5 RFM 
100 REM 
uo REM 
120 REM 
130 HOME 
140 PRINT 
150 PRINT 
160 PRINT 
l.70 PRINT 
180 PRINT 
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DERIVAZIONE NUMERICA DI UNA FUNZIONE DISCRETA 
INTERPOi.AZIONE DI NEWTON, 

AUTORF!H,HAUT 

DESCRIZIONE! 
PARTENDO DA Nt1 COPPIE CX,Y=FCX)J, 
IL PROGRAMMA PERMETTE DI CALCOLARE IN 
UN PUNTO X QUALSIASI IL VALORE DI 
UNA FUNZIONE F F DI TIJTTF LE SUE DERIVATE 
CON !.'INTERPOLAZIONE POLINOMIALE DI NEWTON 

******************************************** 

TABC 6J;'DERTVAZIDNE NUMERICA' 
TAB ( 61; 'DI UNA FUNZIONE DISCRETA:' 
TABC 6J;'INTFRPDLAZIONE DI NEWTON' 

: PRINT TABC 20J;'AUTORE!H,HAUT'! PRINT 
'REGOLE [l'Uso:· 

PRINT 



190 PRINT 1.INSERIRE IL NUMERO Dl COPPIE CXCll,YCil=ECXCI 
) ) ) . 

200 PRJNT ' 2.JNSERIRE LE COPPIE CX,Y> l..'l.INA DOPO I 'ALTRA ' 
?10 PRJNT ' 3.DEEINIRE Il F'UNTO X PER CUI Sl VUOIE L'INTER 

POI AZIONE' 
?20 PRJNT • 4.SCEGl.TERE TI TIPO DI CALCm.o:. 
230 PRINT ' t=CALCOLO DI ECXJ' 
240 PRINT ' 2-CALCOLO Dl ECXJ E E'CX)' 
250 PRJNT ' 3=CAICOIO fil ECXJ 1~ DEI.I E SUE DERIVATE' 
260 UTAB 1231: PRINT 'PREMERE UN TASTO PER CONTINUARE '' GET Al 
270 HOME 
280 REM 
290 REM GESTIONE DEI DATI IN INPUT 
300 REM 
310 INPUT 'IL NUMERO DI COPPIE CX,Yl='INl: PRJNT 
320 N = Nl - 1: REM N=GRADO flFL POLINOMIO 
330 REM 
340 REM ISTRl.l?IONI DI DIMENSIONAMENTO 
350 REM 
360 DIM XCNJ,YCNJ,PCNl,DCNl 
370 REM 
380 EOR I = O TO N 
390 PRINT 'COPPIA ';I t 1;• 
400 INPUT ' X=';XCIJ 
410 INPUT ' Y='IYCIJ 
420 NEXT I 
430 PRINT INPUT 'CALCOLO NEL PUNTO X='IX 
440 PRINT INPUT 'SCELTA DEL TIPO DI CALCOLO: 'ICH 
450 REM 
460 REM CHIAMATA DEL SOTTOPROGRAMMA 
470 REM 
480 GOSUB 1000 
490 REM 
500 REM GESTIONE DEI RISULTATI 
510 REM 
520 ON CH GOTO 530,560,590 
530 REM TIPO=! 
540 PRINT 'FC'IXl'l='IPI PRINT 
550 GOTO 630 
560 REM TIP0=2 
570 PRINT 'EC';Xl'l='IPI PRTNT 'E'C'IXl'l=';Pt: PRINT 
580 GOTO 630 
590 REM TIP0=3 
600 PRINT 'LE DERIVATE SUCCESSIVE DI FIN X SONO:' 
610 EOR I= O TON - 1 STEP 2: PRINT 'E';I; TABI 411'='1PCill TABC 21ll'F 

'II + 11 TABC 24ll'='IPCI t 11: NEXT I 
620 IF N = 2 * INT CN I 2) THEN PRINT 'F'INI TABC 4ll'='IPCNl 
630 REM POSSIBILITA' D'UN ALTRO CALCOLO 
640 INPUT 'SI VUOLE UN'ALTRA INTERPOLAZIONE es o Nl?:';AI 
650 IF A$ = 'S' THEN GOTO 430 
660 END 
1000 REM *********************************************** 
1010 REM SOTTOPROGRAMMA PER IL CALCOLO DELL'INTERPOLAZIONE 
1020 REM POLINOMIALE DI NEWTON, 
1030 REM 
1040 REM 
1050 REM 
1060 REM 1,DATI NECESSARI 
1070 REM * N=GRADO DEL POLINOMIO D'INTERPOLAZIONE 
1080 REM C=IL NUMERO DI COPPIE CX,YI - 1 I IJ 
1090 REM *XCI) E YCIJ =VETTORI CONTENENTI 
1100 REM LE Ntl COPPIE CX,Y=ECXJ ), 
1110 REM CI=0,1,,,,,NI 
1120 REM * X=PUNTO PER CUI SI VUOLE L'INTERPOLAZIONE 
1130 REM * CH =TIPO DI CALCOLO SCELTO : 
1140 REM l=CAl.COLO DI ECXl 
1150 REM 2=CALCOl.O DI ECXJ E E'CXl 
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1160 REM 3=CALCOLO DI FIXl E DI TUTTE LE BUE DERIVATE 
11.70 REM 
1180 REM ?.RISULTATI FORNITI: 
1190 REM SE CH=l, P=FIXI 
1200 REM SE CH=?I P=F1Xl,P1=F'CXI 
1220 REM SE CH=3,PIOl=FIXl 
1230 REM P<I I <I=1,. .. ,NI LE DERIVATE 
1240 REM SUCCESSIVE DI F IN X 
1250 REM 3.VARIABILI UTILIZZATE: 
1260 REM F,I,J,K,L,N,N1,X 
1270 REM 4.VETTORI UTILIZZATI: 
1280 REM DINl,PINl,XCNl,YCNI 
1290 REM *********************************************** 
1300 REM INIZIALIZZAZIONE DELLE DIFFERENZE DIVISF 
1310 FOR = O TO N 
1320 DIII YCil 
1330 NFXT I 
1340 REM CALCOLO DELLF nIFFERENZE DIVISE 
1350 FOR I = 1 TO N 
1360 FOR J = O TO N - I 
1370 DIJ) = <DC.I + 1l - DC.Il) I CXC.I + Il - XL.Il) 
1380 NEXT ,J 
1390 NFXT I 
1400 REM SCELTA DEL TIPO DI CALCOLO 
1410 ON CH GOTO 1420,1480,1560 
1420 REM CH=1 
1430 P = DIO) 
1440 FOR I = 1 TO N 
1450 P = P * IX - XII)) + DIIl 
1.460 NEXT I 
1470 RETURN 
1480 REM CH=2 
1.490 P = DIO) 
1.500 P1 = O 
1510 FOR I = 1. TO N 
1.520 Pl = Pl *CX - *<IH +P 
1530 P = P * IX - XIIll +DIII 
1540 NEXT I 
1550 RETURN 
l.560 REM CH=3 
1570 REM INIZIAl.IZ7A7IONF DEI PIII 
l.580 FOR I = O TO N 
1590 PCII = DIN - Il 
1600 NEXT I 
l.610 F = 11 REM INIZIALIZZAZIONE DEL FATTORIALE 
1620 Nl. = N - l 
1630 REM CALCOl.O DELLE DERIVATE SUCCESSIVE 
l.640 FOR I = 1 TO N 
1650 L = N1 + I 
l.660 FOR J = I TO N 
1670 K = L. - ,J 
1680 PCKI = PIKJ + PCK + 1 I * IX - Xl.li l 
1690 NEXT J 
1.700 PIK) = PIKI * FI REM MOLTIPLICAZIONE PER IL. FATTORIALE DI CI-l.l 
1.710 F = F *Il RFM CALCOLO DEL FATTORIALE IF=I'l 
1720 NEXT I 
l.730 PINl = PINI * F 
1.740 RETURN 
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5 - ESEMPIO PRATICO 

Data una funzione definita tramite le 6 coppie di valori (x,y): 

(0,1), (1,-1), (2,-19), (3,-35), (4,113), (5,851) 

si vuole calcolare il valore della funzione e delle sue derivate per x 6. 

RlJN 
DERIVAZIONE NUMERICA 
DI UNA FUNZIONE DISCRETA: 
INTERPOLAZIONE DI NEWTON 

AUTORE:H,HAUT 

RFGOLE D'USO: 
I.INSERIRE IL NUMERO DI COPPIE 

CX(J),YCl)=FCXCJ)) ), 
2.INSERIRE LE COPPIE CX,Y> L'UNA 

DOPO L'ALTRA 
3.DEFINIRE IL PUNTO X PER CUI 

SI VUOLE L'INTERPOLAZIONE 
4,SCEGLIERE IL TIPO DI CALCOLO: 

l=CALCOLO DI FCX) 
2-CALCOLO DI FCX> E F'CXl 
3=CALCOLO DI FCX) E DELLE BUE 

DERIVATE 
PREMERE UN TASTO PER CONTINUARE 
IL NUMERO DI COPPIE CX,Yl=6 

COPPIA 
X=O 
Y=l . 

COPPIA 2 . .. 
X=l 
Y=-1 

COPPIA 3 
X=2 
Y=-19 

COPPIA 4 
X=3 
Y=-35 

COPPIA 5 
X=4 
Y=113 

COPPIA 6 
X=5 
Y=851 

CALCOLO NEI ... PUNTO X=6 

SCELTA DEL TIPO DI CALCOLO: 3 
LE DERIVATE SUCCESSIVE DI F IN X SONO: 
FO =2989 Fl =3228 
F2 =2662 F3 =1596 
F4 =624 F5 =120 
SI VUOLE UN'ALTRA INTERPOLAZIONE 
<S O Nl'l':N 

tempo d'esecuzione: 1 "1 

memoria richiesta: 4170 bytes (senza REM 1433) 
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PROGRAMMA NUMERO 4 

RADICI DI EQUAZIONI 
DI SECONDO, TERZO E QUARTO GRADO 

1 - METODI NUMERICI 

1.1 - Equazione di secondo grado 

Le soluzioni dell'equazione x2 + bx + c = O, posto q =Vb2 - 4c, sono: 

a) se q 2 O due radici reali X1,2 = -

b) se q < O due radici complesse x1,2 = -

1.2 - Equazione di terzo grado 

b + yq 
2 - 2 

-=b- ±i 
2 

vCQ 
2 

(1) 

Sia data l'equazione x3 + a2x2 + a1x + a0 = O (2) e sia 'J... il massimo dei valori 

assoluti dei coefficienti ai ('J... = max I ai I. i = O, 1, 2). 

Si può dimostrare che: 

a) se a0 > O esiste una radice reale negativa nell'intervallo (-(1 + 'J...), O] 

b) se a0 < O esiste una radice reale positiva nell'intervallo [O, (1 + 'J...)]. 

Si procede al calcolo di questa soluzione reale x1 utilizzando il metod_o detto della 
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bisezione dell'intervallo (cfr programma numero 8); in seguito dividendo le (2) per 

(x - x,) si trova che le altre due soluzioni sono le radici dell'equazione quadratica: 

x2 + (a2 + x1) x + [a, + (a2 + x1) x,] = O 

che si risolve seguendo le regole (1). 

1.3 - Equazione di quarto grado 

Si voglia risolvere l'equazione: 

(3) x4 + ax3 + bx2 + cx + d = O 

Ponendo x = y - a/4 l'equazione (3) si scompone nelle due equazioni di secon

do grado in y: 

(4) (y2 + 2ky + 1) (y2 - 2ky + m) = O 

ove: 

a) I + m - 4k 2 = q l 
2k(m - I) = r (5) 

lm s 

q = b - 3a2/8 

r = c - (ab/2) + a3/8) 

s = d - (ac/4) + (a2b/16) - (3a4/256) 

b) k2 = z è una soluzione reale dell'equazione cubica 

(6) z3 + a z2 + ~ z + y = O 

con a= q/2 

(7) ~ = (q 2 - 4s)/16 

y = - r2/64 

Il metodo consiste dunque nel risolvere l'equazione (6) con il sistema esposto nel 

paragrafo 1.2, nel calcolare poi i valori di I e m risolvendo il sistema (5) e nel risolve

re infine le due equazioni (4) in modo da trovare le quattro radici cercate. 

Riferimenti bibliografici: 81, 83, D1, J1, W1. 
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2 - TECNICA DI PROGRAMMAZIONE 

Si definiscono un vettore R(4), destinato a contenere le soluzioni dell'equazione ed 
una matrice A(4,4) contenente i coefficienti dell'equazione di grado N: 

N 
!: A(N, l)X1 =O 
I =0 

(N =2, 3, 4) 

Il sottoprogramma 1000 affronta il problema nella sua generalità, mentre i sotto
programmi 2000 e 3000 risolvono rispettivamente le equazioni "normalizzate": 

x3 + A(3,2) x2 + A(3,1) x + A(3,0) =O e x2 + A(2,1) x + A(2,0) =O 

Considerando risolto il problema relativo alla "ricerca di uno zero" (esposto nel ca
pitolo 8), il programma si snoda in modo piuttosto lineare. 

Vogliamo solo far risaltare che il sistema (5) viene risolto con tecniche diverse a 
seconda che sia uguale o diverso da zero, e precisamente: 

a) se y=/= O, essendo anche K2 =/= O, si possono utilizzare le formule: 

I + m = q + 4k2 

(8) 

I - m = r/2k 

b) se y = O, ne consegue che k2 = O è una soluzione della (6) e pertanto: 

1 . se q2 - 4s ~ O si ha: 

+ m = q 
lm = s 

che equivale a: 

(9) + m = q 
m =yq2=4s 

2. se q2 - 4s < O non si possono utilizzare le (9). 

In questo caso però l'equazione (6) si riduce a: z2 +a z +~=O e ammette due 
soluzioni reali di segno opposto (essendo ~ < O). Basta allora considerare per 
k2 la soluzione positiva e calcolare di conseguenza, tramite le (8), i valori di I 
ed m. 

33 



3 - DIAGRAMMA A BLOCCHI 

IN/ZIO 

Iinserimento di l = grado dell equazione 

Jnserimento dei 
- - - - toefficienti degli xl 

____________ ~lampo delle soluzioni 
secondo N ---- " 

FINE 
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RETUllN 

A: A (4,'!>l 
B: A c~,:tl 
e= I\ c11.~J 
D :o A lii ,lfJ 

____ j':ormalizzazione 

lei coefficienti 

3 

colc.ul cie. tfr(4 ) 
-- dal 

<l 1 r, S. esto 
RETURtJ 

c.:i lc.u I cito. 
o< I /3, '(" 

A Cl.~)=-< 
A Cl,AJ: j.J 
Al'I,~): Y 

__ fcoefficienti dell'equazione 
tubica (5) 

____ [test sul caso particolare: t = o e q2 - 4s < o 

N 
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38 

A è la 
radice 

----f dal testo 

~Definizione dell'intervallo 
- - - - A, B) dove esiste una 

adice reale 

N 

IT icerca della radice reale 
- nell'intervallo (A, B) con Il 

metodo della bisezione 

t efinizione del segmento 
- - - XA, Xs contenente la 

ad ice 

----f recisione voluta 

=0 



s 

radice I 
calcolata: B XC:(XA+ll6){.f. 

TE.: rvccl 

radice calcolata: X~ 

rxc = punto medio 
- - -Ldel segmento XA, XB 

___ [Precisione ottenuta 
f l!adice = XC 
I 
I 
I 
I 
I 

_fridefinizione 
- - - - - - "t1el segmento XA, XB 
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f adice reale 
Rt~)-:: ')(C - - - - - Lell'equazione 

Jrisoluzione dell'equazione - - - - - - - - - - -t2 + (a2 + x,) x + [a1+ (a2 + x,) x,J =O 

A(J.,-t)': Q.z. ... xc 
A(J.,I): Q I 

+ ( ca..r,+Xt)'ICC:. 



r-
1 
I 
I 
I 

2 radici 
complesse 
coniugate 

rsottoprogramma per la risoluzione di --- -- -y2 + A(2,1) X+ A(2,0) ~O 

W:: A(i,AJ!. 

-4 A(.JAI) 

<i/'1:-A\a,•V1. 

~ 3 
------(-W_"-_r/J_)__, SC.N(W)+.tl.-(w_-;,_(>_) ~---. 

tadice 
- - eale 

doppia 

R E:TuRIJ 

q:i.:. Vw /J. 
Il'\= fl 

RCA) :QMQJ, 

R(.&)·~~-~ 

-, 

2 radici 
reali 

distinte 
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4 - PROGRAMMA 

REM RISOLUZIONE fil En!Jl'l7TONI 
2 REM [Il SECONDO,TER?O,nlll'IRTO GRl'IDO 
3 REM 
4 REM l'IUTORE:H.Hl'llJT 
5 REM 
6 REM 
7 REM DESCRIZIONE: 
A REM IL PROGRl'IMMl'I PERMETTE DI Cl'ILCOL..l'IRE TUTTF 
9 REM LE SOLUZIONI ( EVENTUl'ILMENTE f:OMPLESSE) 
10 REM DI EOUl'IZIONI l'ILGEBRICHF 
11 REM DI SFCONDO,TFRZO E OUl'IRTO GRl'IDO 
12 REM *********************************************** 
l3 RF.M 
l.4 REM 
100 REM 
110 REM REGOLE D'USO 
120 REM 
l.30 HOME 
140 VTl'IB (3): PRINT Tl'IB< 7) I 'RISOLIJZIONE [II EOUl'IZIONI' 
150 PRINT Tl'IB( 7ll'DI SEf:ONDO,TERZO O OUl'IRTO GRl'IDO' 
160 PRINT : PRINT Tl'IB< 201l'l'IUTORE:H.Hl'IUT' 
170 VTl'IB <7>: PRINT 'REGOLE D'USO: •: PRINT 
180 PRINT ' 1.INTRODURRE IL.. GRl'IDO DELL..'F.OUl'IZIONE' 
190 PRINT ' 2.INTRODURRE I COEFFICIENTI Pl'IRTENDO Dl'I OUEL 

LO DELLl'I PIU' l'ILTl'I POTENZI'! DI x•: PRINT 
200 PRINT ' 3.LE SOLUZIONI SONO Dl'ITE SOTTO . Ll'I FORMI'!: 

CPl'IRTE REl'ILE> + I CPl'IRTE IMMl'I- GINl'IR 
11'1). 

210 VTl'IB C22): PRINT 'PREMFRE UN Tl'ISTO PER CONTINUl'IRE': GET 1'1$ 
no REM 
230 HOME 
240 REM 
250 REM ISTRUZIONI Dl DIMFNSIONl'IMENTO 
?M REM 
?70 DIM l'IC4,41,RC41 
2AO REM 
?90 REM GESTIONE DEI Dl'ITI lN lNPtJT 
300 REM 
310 INPUT 'OUl'ILE E' IL fiRl'IDO DELL'rntJl'IZIONE? •;N: PRINT 
320 FOR I = N TO O STEP - 1 
330 HTl'IB C5J: PRINT 'COEFFICIENTE DI XA'lll 
350 INPUT '='ll'l<N,I> 
360 NEXT I 
370 PRINT : PRINT 
380 REM 
390 REM CHil'IMl'ITl'I DEL SOTTOPROGRl'IMMl'I 
400 REM 
410 GOSUB 1000 
420 REM 
430 REM GESTIONE DEI RISUl.Tl'ITI 
440 RFM 
450 ON N - 1 GOTO 470,520,5~0 
460 REM 
470 REM ElllJl'l7.IONE DI SFf:ONf•O GRl'IDO 
480 REM 
490 IF IM =O THEN PRINT 'Rl'IDICF 1='1RC1); PRINT 'Rl'IDICF 2='1R<2J: FND 
500 PRINT 'Rl'IDICF. l="IRClll' ti 'lIM: PRINT 'Rl'IDICF 2='1RC2ll' -I 

;IMl FND 
5l.O REM 
520 REM EOUl'IZIONE DI TFR70 GRl'IDO 
530 REM 
540 PfffNT 'RlllHCF l:.' lR<3l 
550 TF IM =O THEN PRINT 'Rl'IDICE 2='lRCl); PRINT 'Rl'IDICE 3='1RC2J: END 
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:'';.~o PRINT 'Rl\riTrF ?"' IR< l )l' +T • ;IM: F'RTNT 'RllnirE ~,~· IR<2J;' ··-I 
:TM: FNr1 

570 RFM 
580 RFM FQI 1117 TONF fl I n111\RTn GF~llfln 

590 REM 
600 IF IM = o THFN PRINT 'RllPirF 1='1Rlt)! PRTNT 'RllDirF 2=';R121: GnTn 

620 
610 PRINT 'RllflirE 1='1Rllll' 

;IM 
+T ';TM: F'RTNT 'Rl\DirE 2c.' IRI?);' -·I 

620 IF II= o THEN PRTNT 'RllDTrF 3='1R(3l: PRINT 'RllnirE 4='1RC4l: END 
630 PRINT 'RllDICE 3='1R<3ll' +T 'III: PRTNT 'RllDirE 4='1R(4ll' -I 

III 
640 FND 

1000 
1010 
1020 
1025 
1030 
1040 
1050 
1060 
1070 
1080 
1090 
11.00 
U.10 
1.120 
1.130 
1.140 
1.150 
U.60 
1170 
1.1.80 
1190 
1200 
1210 
1220 
1.230 
1240 
1.250 
1260 
1270 
1.280 
1290 
1300 
1310 
l.320 
1.330 
1340 
1350 
1360 
1370 
1.380 
1390 
1400 
1410 
1420 
1430 
l.440 
1450 
1460 
1470 
1480 
1490 

REH ************************************************ 
REM SOTTOPROGRAMMI\ PER IL CALCOLO DELLE 
REM RADICI DI UN'EQUAZIONE DI SECONDO,TERZO 
REM O QUARTO GRADO 
REM 
REM REGOLE D'USO PER IL SOTTOPROGRAMMA 
REM 
REM 1.DATI NECESSl\RI: 
REM * N=GRl\DO DELL'EQUAZIONE 
REM * A<N,Il=COEFFICIENTI DI XAI NELLA 
REM EQUAZIONE: (I=O,.,,,NJ 
REH 2.RTSULTllTI FORNITI! 
REM LE RllDICI SONO DATE NEI.LE FORME: 
REM *SE N=2: R<1l+I IM 
REM R(2J-I IM 
REM *SE N=3: R(lltI IM 
REM R<2l-I IM 
REM R(3) 
REM *SE N=4: RllltI IM 
REM R<2l-I IM 
REM Rl3ltI IM 
RFM Rl4l-I IM 
REM 3, VARIABILI l.ITILIZZATF: 
REM A,AM,llY,B,C,D,FR,I,II,IM,K,L,M 
REM Q,Q1,a2,R,S,SW,TF,TT,XA,XB,XC,Y1,Y2,W 
REM 4.VETTORE E MATRICE UTILIZZATI: 
REM A<4,4>,R<4> 
REM 5.FUNZIONE UTILIZZllTA: 
RFM F<Xl 
REM 6.SOTTOPROGRllMMI RICHillMllTI: 
REM 2000,3000 
REM 
REM OSSERVAZIONE IMPORTANTE: 
REM AIN,Nl DEVE ESSERE DIVERSO Dli ZERO 
REM IL'EQUl\ZIONE DEVE ESSERE VERllMFNTE DI GRl\DO Nl 
REM ************************************************ 
REM NORMllLIZZllZIONE DEI COEFFICIENTI 
FOR I = O TO N - 1 

l\IN,Il = AIN,Il I l\(N,Nl 
NEXT I 
REM Sl\LTO RELATIVO Il N 
ON N - 1 GOTO 141.0,1.440,1480 
REM EQUAZIONE DI SECONDO GRl\DO 
GOSUB 3000 
RFTURN 
REM EQUl\ZIONE DI TERZO GRl\DO 
GOSUB 2000 
RETURN 
REM 
REM EQUAZIONE DI QUl\RTO GRllDO 
REM 

1500 Il = Il I 4, 3 > : B = Il i 4, 2 l l C = Il I 4-, l. l l D 
1510 REM 
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1520 
1530 
!.540 
!.550 
1560 
1570 
l.580 
1600 
l.610 
1620 
1630 
1640 
l.650 
l.660 
!.670 
l.6BO 
1690 
1700 
!. 71.0 
l.720 
!.730 
1.740 
1750 
1760 
1770 
l.780 
1790 
1800 
1810 
1820 

1830 
1840 
1850 
1860 
1870 
1880 
1890 
1900 
1910 
!.920 
l.930 
'1.940 

!.950 
!.960 
1970 
1980 
2000 
2010 

2020 
2030 
2040 
2050 
2060 
2070 
2080 
2090 
21.00 
2110 
21.20 
?.l.30 
21.40 
2..150 
2l.60 
::!!.70 
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REM 
REM 

Q = E< -
R = C -
s = D -· 

RFM 
REM 
REM 

A<3,2) 
A<3,1l 
A(3,0l 

CALCOLO DI O,R,B <CFR (4) 

(3 * A * A I 8) 
<A * E< I ?) + <A * A * A I 
(A * c I 4) + (A * A * B l 

DEFINIZIONE DEI COEFFICIENTI 
CUBICA < 5 l DEI. TESTO 

Q l 2 
= (Q * G - 4 * SJ I 16 

- <R * R I 64) 

NEI. TESTO> 

8) 
li,) - (3 * A * 

DEl...1. 'EQUAZIONE 

REM 
REM 
REM 

CALCOLO DI UNA RADICE REALE DEI L'EQUAZIONE 

lF <R < 
REM 

> Ol OR <A<3,tl > 0) THEN GOTO 1760 

A * Il * Il I ?~6) 

REM CASO PARTICOLARE IN CUI L'EQUAZIONE (5) E' DI SECONDO GRADO 
REM 

A<2,1l = A<3,2J:A<2,0l = A<3,1l 
GOSUB 3000: REM RISOLUZIONE DT (5) 

R <3) = R ( 1J; REM SI PRENDE I.A RADICE POSITIVA 
GOTO 1B!.O 
REM 
REM CHIAMATA DEL SOTTOPROGRAMMA 3000 roN BW=-1 PER CALCOLARE UNA 
REM RADICE 

sw = - 1 
GOSUB 2000 
REM 

K = SGR <R<3lll REM RADiçE REALE DEl.l.'EQUAZIONE <5J 
IF K =O THEN R = SQR (Q ~O - 4 * Sl: GOTO IBBO: REM CALCOLO DI 

L-M SE K=O 
G = G + <4 * R<3Jll REM L+M 
R = R I <2 * Kl: REM L-M 

REM 
REM CALCOLO DI ED M 
REM 

L = <G - Rl l 2:M rn + Rl l 2 
REM 
R'EM RISOLUZIONE DELLE 2 EGUAZ.DI 2NDO GRADO <CFR (3) NEL TESTO) 
REM 

A<2,1l = 2 * K:A<2,0l = L 
GOS~B 3160: REM PRIMA EOUAZIONE 

~(3) = R<ll - <A<4,3l I 4J:R<4J = R<2J - <A<4,3) I 4llII IMl REM 
TRASFERIMENTO DELLA SOUIZIONE IN R< 3 l, R< 4 l, II 
A<2 1 1l = - 2 * K:A<2 1 0l = M 

GOSUB 3160: REM SECONDA EQUAZIONE 
R<2> = R<2l - <A<4,3J I 4l:R<1> = R<1l - <A<4,3) I 4) 

RETURN 
REM ********************************************************** 
REM SOTTOPROGRAMMA PER Il... CALCOLO DELLE SOLUZIONI DEL.L'EQUAZIONE 

REM 
REM 
REM 
REM 
REM 
REM 
REM 
REM 
REM 
REM 
REM 
REM 
REM 
REM 
RFM 
REM 

REGOLE PER L'USO DEI... SOTTOPROGRAMMA: 
1,Dl\TI NECESSARI: 

* l\(3,2J,A(3,1J ED A<3,0>=COEFFTCIENTI 
DEl...L:' EQUAZIONE 

* BW=-1 SE BI VUOLE CAL!:Ol.llRE SOLO l.INll 
RADI!:E REAL.E 
ALTRIMENTI SW QIJAl ... SillBI 

2.RISW .. TllTI FORNITI: 
*BE SW=-1,R(3)=RllnirE REALE 
*ALTRIMENTI LE RllDI!:I DFl...l.'EQUA7IONE BONO 

R<U +I IM 
R<2l -I IM 
R(3l 

3,Vl\RillBil...I UTILIZZATE: 



2180 RFM 11,llM,B,FR,T,T ,01,02,sw,TF,TT,W, 
2190 RFM x11,xe,xr,v1,v 
2200 RFM 4,\IFTTORF F Mli RICF LITILIZ?llTT: 
2210 RFM llC4,4J,RC4l 
?.??O 
2?~0 
?240 

RFM ~;,FIJN7IONF l.ITH 1771\Tll: 
RFM FCXl 
REM 6.SOTTOPROGRllMMll CHil\Ml\TO: 

2250 REM 3000 
2260 RFM ********************************************************** 
2270 IF 1113,0l = O THFN XC = o: GOTO 2560: RFM IN OUFSTO CASO C'E' UNII 

RADICE NULLI\ 
2280 REM 
2?90 REM 
2300 RFM 

RICERCA DF:l Cr:>FFFICIFNTF MAGGIORE IN VllLORE llSSOI !ITO 

2310 llM = l\BS 11113,0ll 
2320 FOR I = 1 TO 3 
2330 TT = llBS 11113,Ill 
2340 IF 11\M < TTl THFN llM = TT 
2350 NEXT I 
2360 REM 
?370 REM 
2380 REM 

DFFINI7IONF DFll 'INTFR\IA!.LO IN CIII C'F' UNII RllDICF RE/ILE 

?390 IF 1113,0J > O THEN Il 
2400 Il = o:B = llM + 1 

- llM - l:B =O: GOTO 2440 

2410 REM 
2420 REM 
2425 REM 
2430 REM 

RICFRCI\ DELl.11 RllDICE RE/ILE XC NFLL'INTFR\11\LLO 11,BI 
METODO DEI.LII BISEZIONE 

X* X t 1113,ll *X + 1\(3,0l 
CLII C'F' LII RllflTCF:x11,xe 
FIBl 

2440 DEF FN FIXl = X * X * X + 1113,21 * 
2450 REM DEFINIZIONE flFLL' INTER\1111 I O IN 
2460 Xli= l\IXB = e:v1 = FN FCllJ:Y2 = FN 
2470 ER = lE - 6: REM PRECISIONE VOLUTI\ 
2480 IF Yl = O THEN XC = 11: GOTO 2560: RFM 
2490 IF Y2 = O THEN XC = B~ GOTO 2560; REM 
2500 XC= CXII+ XBJ I 21TE = FN FIXC>: REM 
2505 IF TE = O THFN GOTO 2560 
2510 IF IXB - Xlll < FR THFN GOTO 25601 
251l REM SE L 'llMF'IEZZll flELL' INTFR\11\LI O F' 

F:llDT.rF TR0\11\Tll 
RllflICF TR0\11\TI\ 
XC=PUNTO MEDIO DI Xll,XB 

2515 REM MINORE flFl.Lll PRECISIONE RICHIESTI\, XC F' I.li RllflICF CFRCllTll 
2516 RFM 
2520 REM flFFINIZIONF flFJ N!I0\10 T.NTFRVlll. LO F PROSECUZIONE DFLL Il RffFRCll 
2530 IF I FN FCXl\l * TFl > O THEN Xli = XCI GOTO 2500 
2540 XB = xc: GOTO 2500 
2550 REM 
2560 RC3l = XCI RFM Rl3l=RllDICF RFllLF 
2570 RFM 
2580 IF SW - 1 THFN RFTURN : RFM SI CllLCOl.11 SOLO LII RllflICF RE/ILE 
2590 RFM' 
2600 REM CALCOLO DELLE RllDICI DFLL'FOUllZIONF OUllDRllTICll C2l DEL TESTO 
2610 REM 
2620 REM DEFINIZIONE DEI COFFFTCIFNTI 
2630 1\(2,ll = 1\(3,2) +xc 
2640 1\(2,0l = 1\(3,ll + 1113,2) * xc+ xc* xc 
2650 GOSUB 30001 RFM CALCOLO flFLLF RADICI 
?660 RETURN 
3000 REM ********************************************************* 
301.0 REM Sr:>TTOPROGRllMMI\ F'FR IL CALCOLO DEI I.E Rr'HIICI DFLL' FOl.11\?IONF: 
3620 REM XA2 + l\(2,1l*X + 1112,01 =o 
3030 REM 
3040 REM REGOLE PER L'USO DEL c;onoPROGRllMMll 
3050 RFM 1,fll\TI NECESSARI 
3060 RFM * 1112,1.l ED 1112,0l = COFFET.rIFNTI DFLl.'EOlll\?TONF 
3080 REM 2.RISULTllTI FORNITI 
3090 RFM LE RllDICI SONOIRll>+I TM 
3100 REM RC21-I IM 
3110 RFM 3.UllRillBILI UTILI?ZllTF 
3120 REM IM,01,02,W 
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3130 
3140 
3150 
31.60 

3170 
3180 
3190 
3?00 
3?1.0 
::1220 
3230 
3240 
'.3~~0 
3260 
3270 
3?80 
3?90 
3300 
3310 
3320 
3:.~30 

"'1340 
33~0 

3360 
;q70 
33RO 
3390 
3400 

RFM 4.VFTTORF F MATRICE UTtl.IZZATI 
RFM A<4,4),R(4) 

RFM ********************************************************* W = A<2,l.l * AC?,U ·- 4 * A<2,0): RFM 14=DISCRIMINANTF DFl .. l .. 'F!:llJAZIONF 

Q1 = - A<2,1.l I 2 
RFM CONTROLl.O SUL BFGNO DI W 
ON ( SGN ((.J) + 2) GOTO 3210,3?80,3340 
RFM 
RFM W<O 
RFM 

Q? = SQR ( - Wl I ? 
IM = n2;· RF.M PARTF. IMMAGINARIA 
R(l) = QllR(2) = Q1l RFM PARTI RFALI 

RETURN 
REM 
RFM W=O 
RFM 

RC1) = Ql:R<2l 01: RFM RADICE RFALF DOPPIA 
IM = O 

RETl.IRN 
RFM 
RFM ~J>O 
RFM 

!l? = BQR (Wl I 2 
IM = o: RF.M DUE RADICI REALI 
RIU = !lt + n2 
RC?) = IU - !l2 

RETl.IRN 

5 - ESEMPIO PRATICO 

Calcolare le soluzioni dell'equazione x4 + 4x2 - 3x + 3 =O 

RT'>n! 11nnNF DT FQllA?trJNT. 
n T SFCONDn' TFRZO o Ol.IARTO GRAflO 

Al_ ITnRF: 1-1, HAUT 
F;FGOI .F [I' LISO: 

1., TNTRrJfll.IRFff Il. GRADO flFl.I 'Ft:ll.JA?TONF 

?. INTROfll_IRRF I COFFFir:TFNTI 
PARTF.NDn DA Q!IFl!.O TIFI.I A PT.IJ' 
ALTA POTFN?A DT X 

3.! F 80!.U~IONI SONO flATF. BOTTO 
LA FORMM 
IPARTF REAi.E) t T IPARTF. IMMA
GINARIA) 

F'FffHF!~F UN TASTO PER CONTTNllARF 
rnJAl.F F' IL GRADO DFLl..'FQUAZIONE? 4 

COEFFICIENTE DI XA4=1 
COEFFICIENTE DI XA3=0 
COEFFICIENTE DI XA?=4 
COFFFICIENTE DI XA1.=3 
COFFFICIF.NTF. DT XA0=-3 

RADTCF 1=,271822931 
RAntrF ?=.?71822931 
RADTCF 3=,555982246 
RADTCF 4=-t.0996?8!1 

+T ?.1.9841689 
-·I ?.1984:1689 
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F~llH 

RT''fl! 117T11NF nr Fn!JA?InNI 
riT <iFrnNJH"J, TF1~7n n Q!J,o,rHn r;R,o.r1n 

rì!Hnfff ! H, H"i! 11 

1. TNT!~f'lflllRRF T! GPAnn J"IFLI 'Ffll.IA?TrlNF 

'.> •. JNTl,lln!lrifW T f'.OFFFTr.TFNTT 
F'"iRTFll!Wl nA fll.IFI In TIFI I A PTW 
Al TA POTFN?A T"II X 

3.1 F fllll 1.17Tl1Nl SnNn Ih''!TF SllTTn 
I A FllRMI\! 
IPARTF REA! Fl + 1 (PARTE lMMA
GlNl\RTl\l 

F'FffMFRF !.IN TASTn PER rnNTTN!JARE 
QIJl'ILE E' IL GRADO DELL'EQUAZIONE'? 4 

COEFFif'.IENTE DI XA4•1 
COEFFICIENTE DI XA3=0 
COEFFICIENTE DI XA2•4 
COEFFICIFNTE fil XAt=-3 
COEFFICIENTE DI XA0=3 

RADICF t=,449702657 
RADICE ?=.449702657 
RADICE 3=-,449702657 
Ri'IDICF 4=-,449702657 

+T , 731.070323 
·-T , 73l0703?3 
+I 1..96723185 
·-I 1. .967231.85 

tempo d'esecuzione: 3"5 
memoria richiesta: 8286 bytes (senza REM 2373) 
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PROGRAMMA NUMERO 5 

INTEGRAZIONE NUMERICA 

Il programma realizzato permette di scegliere tra cinque diversi metodi numerici di 
integrazione. I primi quattro permettono di integrare una funzione definita in un inter
vallo finito mentre il quinto permette di effettuare l'integrazione su un dominio il cui e
stremo superiore sia infinito. 

1 - METODI NUMERICI 

1.1 - Regola di Simpson con 2n intervalli 

b 

J f(x) dx = h/3 [fa+ 4 (f 1 + f3 + ... + f2n-1) 
a + 2 (f2 + f4 + ... + f2n-2) + f2nl 

b-a ove h = -----.,,.-- e f; =; f(x;), x; =a+ ih 
2n 

1.2 - Regola di Bode (1 O punti) 

b 

f f(x) dx= 
a 

ove h = 

5h 
299376 

[16067 (fa + f1a) + 106300 (f 1 + f9 ) 

b-a 
10 

- 48525 (f2 + f8) + 272400 (f3 + f7 ) 

-260550 (f4 + f6 ) + 213684 (f5 + f5 ) 

e f; =f(x;), x; =a+ ih 
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1.3 - Regola di Gauss (12 punti) 

con Xo = - X5 

x, = - X7 

Xz = - Xa 

X3 = - Xg 

b 

J f(x) dx = 
a 

b-a 
2 

ovey; = ( b - a 
2 

) X;+ ( b + a 
2 

= . 1 2523 34085 Wo = W5 .24914 70458 
.36783 14989 W 1 = W 7 = .23349 25365 

= .58731 79542 Wz = Wa = .20316 74267 
= .76990 26741 W 3 = Wg = .16007 83285 

X4 = - X10 = .90411 72563 W4 = W10 = .10693 93259 
X5 = - X 11 = .98156 06342 W 5 = W 11 = .04717 53363 

1.4 - Regola di Chebyshev (9 punti) 

b 

f f(x) dx 
a 

ove x0 = O 

b - a 
9 

X1 = - X5 = .16790 61842 
Xz = - X6 = .52876 17831 
X3 = - X7 = .60101 86554 
X4 = - X8 = .91158 93077 

~ f( b-a 
i=O 2 

1.5 - Estremo superiore infinito 

X; + b + a 
2 

Si utilizza un caso particolare della regola di Gauss (12 punti) esposto nel 
paragrafo 1.3. Si ha: 

00 

J f(x) dx =2 ~ 
a i =0 

W; 2 
~----=-- f (---+a - t) 

(1+x;) 2 1+x; 

dove gli x; ed i w; sono definiti come nel paragrafo 1.3. 

Nota: Conviene scegliere di volta in volta il metodo più conveniente. Il lettore potrà 
trovare a questo proposito numerose notizie nella letteratura consigliata. 
Una delle precauzioni da prendere consiste comunque nel verificare che la 
funzione integranda non presenti dei punti di discontinuità all'interno dell'inter
vallo di integrazione. 

Riferimenti bibliografici: A2, 81, 82, C3, C4, H1, L 1, L2, S3, S2, W1. 
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2 - TECNICA DI PROGRAMMAZIONE 

Tutti i metodi sopra citati si prestano ad una programmazione lineare che non pre
senta eccessive difficoltà. 

I valori x;, w; e le ascisse di Chebyshev sono memorizzate nei vettori X (11) e 
W(11); A e B rappresentano gli estremi di integrazione. 
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3 - DIAGRAMMA A BLOCCHI 

numero di intervall~ __ 
per la regola di Bod:f 

---.....1 

52 

introduzion} 
del li'?1ite - - - -
superiore 

IN1i10 

deHni:lionP 
dl fCx) 

DIM XCII) 

W Cll)1 VC. (S) 

Scelta del metodo 
1 = Simpson 
2 = Sode 

- - - - - - 3 = Gauss 
4 = Chebyshev 
5 = estremo superiore 
infinito 

~ntroduzione del 
- - - - - rimite inferiore 



FIN 

rstampa del valore 
- - --rell'integrale 
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X2A+I•H 

N 
I ='I +.t- ----< 

N 

R&TUP.N 

54 

[
regola Simpson 

- - - - 2 N intervalla 

[
inizializzazione 

- - - - dell'integrale 

{
sommatoria 
(11 + ... + f2n-1) = ST 



f°;egola di Bode 
i~rJ, ------t10punti) 

drn11i2iont 4el 
coeffieienl? 

VC(I) 

RETllRN 

rvc (I) = coefficienti 
- - - - - ti. (li + 110 - i) 

__ - - -ET= li 

__ ---f T = (li + 11 O - i) 
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,___,. _ __, Y=(JT')x(l) 
+ (~) 

NT::: NT+ 

RETIJRN 

56 

~ego/a di Gauss -----L12 punti) 

____ Jnizializzazione 

~e/l'integrale 

6 f'I. </> n. _foefinizione 
,.., V' - -Legli x;, wi 



clE'finieionE', 
de,gU 

'Xi.=X(I) 

_____ f Regola di Chebyshev c9 punti) 

_____ rinizializzazione 

t,ell'integrale 
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5,/, rltrl ~ntegrazione con il limite 
~ V''i' -- - - - - luperiore infinito 

- ,J, __ __,._ ....... y - ""+)I( c.r.) 

+ A- '1 

WT:.NT 

+~)if )'T 

J7 nizializzazione 
- - - - - ~all'integrale 

tefinizione 
- - - degli 

Xj, Wi 

4efi11i2iOllt' 
4t'~li x~w~ 



4 - PROGRAMMA 

RFM INTFGRAZ IONF N! !MFR ffA 
? RFM 
;5 RFM Al.ITnRE H, HA! !1' 
4 RFM 
~; RFM 
f. RFM 
7 RFM DFBCRIZIONF: 
8 REM IL PROGRAMMA PRnPONF CINnl.IF MFTODI DTUFRBT 
9 RFM PFR CAl.COI ARF L'INTFGRALF DT UNA FUN7IONF 
to RFM DEFINITA DAL.I..' 1.JTF.NTF, n!IFBTI METODI BONO l 
11 RFM 1,RFGOLA DI SIMPSON 
12 RFM 2.RFGOLA DI BODF 110 PUNTI) 
13 REM 3.FORMULA DI GAUSB<t? Pl.INTII 
14 RFM 4.FORMULA DI CHEBYBHFVl9 PUNTII 
15 RFM 5.FORMULA DI GAUBSILIMITF SUPERIORE INFINITO) 
:17 RFM 
18 RFM L'UTENTE DFUE DFFINIRF LA FUNZIONE FIXI 
19 REM ALLA LINFA ?70 
20 RFM 
?1. REM 
100 RFM 
:1.1. O REM REGOLE D'USO 
120 REM 
'1.30 HOME 
140 PRINT TAFI 9ll"INTEGRAZIONF NUMERICA,' 
150 PRINT : PRINT TAFC ?OJ;"Al.ITORE:H.HAUT": PRINT 
160 PRINT "REGOLE D'USO:" 
170 PRINT " l, L 'tlTFNTE Dl"(,IF rtFFTNTRE l. A FUNZIONE DA TNT 

EGRARE ALLA LINEA 270 COMF INDICATO: 27 
O DEF FN FCXJ=1/11+X+X*Xl 

180 PRINT ' SF NON E' GIA' STATO FATTO PRFMERF RESFT, 
flEFINIRE LA FUN7IONF F LANCIARE IL PROGRAMMA" 

190 PRINT " 2.SCEGLIFRE POI UNO flEI METODI SEGUENTI: 
l=RFGOLA DI STMPSON ?=R 

EGOL.A nI BOflE 3=FORMl ILA nT GAUSS" 
200 PRINT " 4=FnRMlll. A DI CHFBYSHEV 5=1 .. TMITE SllPFR 

TORF INFINITO" 
210 PRINT ' 3.DEFINIRE INFINE I ITMITI tr'INTFGRAZIONF" 

2?0 VTAF C?3Jl PRINT 'PRFMFRE UN TASTO PER CONTINUARE 
230 HOME 
240 REM 
250 REM DEFINIZIONE DELLA FUNZIONE 
260 REM 
270 DEF FN FIXI = l I 11 t X t X * Xl 
280 REM 
290 REM ISTRUZIONI DI DIMENSIONAMENTO 
31HJ RFM 
310 DIM XC1tJ,Wl11l,UCC5l 
3?0 RFM 
330 REM GFRTIONE DFI DATI IN INPUT 
340 RFM 

GFT 1\$ 

350 PRINT 'SCFGLIFRE IL TIPn fil CAI r.n1.n :t=RIMPRON 2=BODFl3=GAURS;4=CHEBY 
RHEU; 5=LTMITE SUP INF," 

360 PRINT : INPUT "TIPO ='lM 
370 PRINT 
380 REM 
390 REM PER LA REGOLA nT BIMPRON BI nEUE SCEGLIERE Il. NUMERO DT 
395 RFM INTFRUAlLT 
400 RFM 
410 IF M = 1 THFN PRTNT •r.111..cm o r.ON ?N TNTFRUALl.J • : INPUT • N=" ;N 
420 INPUT 'LTMITF INFERIORE a•;A 
430 REM 
440 RFM PFR IL LIMITE RUP.INFINITO, RT flFFIN1BCE SOi.O Tl. LIMITE TNF. 
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450 
460 
470 
48() 
490 
500 
510 
520 
530 
540 
550 
560 
570 
lOOO 
1010 
1.020 
1030 
1040 
1.050 
1060 
1070 
1080 
1090 
1100 
1110 
1120 
1 l.30 
1140 
1150 
1160 
1170 
l 180 
1190 

RFM 
IF M = 5 THFN GOTO 4RO 
INPllT 'LIMITF Sl.IPFRTOF<F =' ;F< 
REM 
REM r.HTAMATA DFI snTTOF'R0r1f<AMMT sr.FI .TJ 

RFM 
ON M GOS!IB 1000,2000,3000,4oOO,C.000 
RFM 
RFM GFSTTONF nn RTSlll.TATT 
RFM 
PRINT I PRTNT 
PRINT •VAI ORF nE'I L' JNTE'GRAL E'='; NT 
END 

RE'M ****************~~****************************** 
RE'M SOTTOPROGRAMMA D'JNTE'GRAZIONE' 
RE'M RFGOlA DI SIMPSON CON 2N INTERVAl.LI 
RE'M 
F;F.M REGOLF fl'l..ISO! 
RFM l,DATI NE'CFSSARI 
REM * N=NUMERO DEGl.I INTERVALLT 
REM * A=LIMITF INFERIORE 
REM * B=I JMITF SUF'FRIORF 
RFM * FIXl=FUNZIONF DA INTEGRARE 
RFM 2.RTSULTATI FORNITI: 
REM * NT=VALORF DE'LL'INffGR!ILE' 
RFM 3.VARTABILI 1.ITil..IZZATE' 
REM A,B,H,I,N,N1,N2,NT,ST,X 
RFM 4.FUN?TONF llTIIT77ATA 
F:FM FIX) 
REM ************************************************ 

NT = o: RFM JNTZJAI IZZAZTONE DFLL' INTEGRAI F 
H = IB - Al / 12 * Nll RFM DFFINIZIONF DEL PASSO 
N1.=? * N - llN2 = Nl - 1 

1200 RFM 
1210 F:FM SOMMATOF:IA Sl.IT PUNTI DISPARI 
1220 RFM 
1230 ST = 01 RFM AZZFRAMFNTO DELLA SOMMA PROVVISORIA 
1240 FOR I = 1 TO N1 STFP ? 
1250 X = A + II * Hl 
1260 ST = ST t FN FIXJ 
1270 NFXT T 
1280 NT = ST * 4 
1290 RFM 
1300 REM SOMMATORIA SllT PUNTI F'ART 
1.31.0 REM 
1320 ST = 01 RFM RTAZZFRAMENTO DFll A SOMMA PROVVISORIA 
1330 FOR I = 2 TO N2 STEP 2 
1340 X = A + IT * Hl 
1350 ST = ST + FN FIXI 
1360 NE'XT I 
1370 RFM 
l3RO RFM CALCOl.D DI NT 
i:wo REM 
1400 NT = NT t 2 * ST t FN FIAI t FN FIB) 
1410 NT = NT * H I 3 
1420 FffTURN 
2000 RFM ***************************************************** 
2010 RFM SOTTOPROGRAMMA D'INTEGRAZIONE 
2020 REM REGOLA !"il" RODE Il o PLINTI) 
2030 F:FM 
?0411 RFM 
?050 RFM 
;:>0611 REM 
2070 RFM 
~>OR() f~FM 

?090 RFM 
'.>1110 fff:M 

60 

FffGOI. F TI' I ISO 
1.TIATT NF<.FSSARII 

*A=I T MITE T NFFRTORF 
*B=I TMTTF SUF'F."F:TORE 
•F<Xl=FUNZTONF TIA INTFGRARF 

?.RISl.llTATJ FORNTTJ I 
*1-n~VAl .OFff flFI I' TNffGf~AI F 



110 
1 ?0 
130 
l40 

?t~O 
~'1.60 
'.' 170 
''1 RO 

RFH 3.VARTl'IIHI J lllll.T ?1HF 
f~FM I\, !1, H, T •.. 1, NT, ''T, 
RFM 4. ur:TTnRr: I IT TI l 77 TO 
RF:t·! '''~I~'; l 
RFH 5.FllN7JONF l!TTI T7'.71\TI\ 
RF.M FIXl 

RFM ***************************************************** 
NT = O I RFM INJ?IAL T??l\?TONE r1F1 I 'TNTFGRl\I 1~ 

'.>190 H ~' (fl -· ·~l / 1 o: F<F~! nFTTNT?JnNF. 1-WI p11<;sn 
??(l!l RFH 
':>710 FffM flFFINT?InNF 1-WI ''FTTnFff ur 
7??0 RFM ur ( T) =f~OFFF T r:r FNTF nT F <T l+F ( 1 O··· Tl n.~1 I i\ FOF:Ml.IL,., flFI TESTO 
·>'>:'10 RFM 
?~40 urcn1 = .?~R~414R~~:vrc1 l ;~ 1 .77~~~941.4!Ur<?> = - ,8104~~706~:u~c~> 

4.B494~?AA~!V~(4) = - 4.~~1~51??7~vrc~) = ~t~ARR?~15? 
?':>e;() RF"M 

F<FM 
RFH 

F'i'\! rn1 o DFl.111 SOMMI\ 

FOR I = O TO 5 
,J=10-I 
X = Il + CI * Hl 
ST = FN F(Xl 
X = i'\ + (.! * Hl 

~>?60 

??70 
?2so 
2290 
2300 
?310 
23?0 
?330 
?340 
?~50 

?3<'>0 
?370 
:~ooo 

3010 
A0?0 
-~o:-;o 

3040 
3050 

ST = ST + FN FIX11 RFM 
NT = NT + vr•Il * STI RFH 

ST=FIT1+Fl10-T) IF'FR TFSTOI 
r111 rDLO nI NT 

NFXT T 
NT = NT * H 

RFTURN 
RFM 
RFH 
RFH 
RFH 
RFM 
RFH 

*************************************************** 
SOTTOPROGRllHHi'\ D'INTFGRll?IONF 

30<'>0 RFH 
:rn70 RFH 
3080 RFM 
:-;o90 RFM 
:·qoo RFM 
3110 RFH 
3120 REM 
3130 REM 
3140 RFM 
3150 RFH 
31<'>0 REM 
3l70 RFH 
3180 RFM 

FORMUL i'\ DT Gi'\!.JSS ( 12 P!JNTI I 

RFGn! F [I' l!Sn I 
1,Di'\TI NFF'FSSi'\RII * i'\=! IMITF INFERIORE * B=I IHITF SUPERIORE * FCXl=Fl!NZTnNF Dli TNTFGRi'\RF 
2.RISl!l.Ti'\TJ FORNITI: * NT=Vi'\1.0RF nn.1 , INTFGRl\L.E 
3.VllRii'\BTI I l.1TILI77i'\TFI 
i'l,B,I,NT,Y 

4,VFTTOl~F llTTI TZ?llTOI 
XCl.ll,\.1<11 l 

5,F!.JNZinNF l.ITJI 1771\Tll 
F<Xl 

f>,SOTTOPROGRllHMI\ CHTllMl\TOI 
AOOO 

3190 REM *************************************************** 
3200 NT = O I RFM INIZif\1. I?ZllZHJNF rlFI I.' TNTEGRllLF 
T?l.O REM 
3?20 REH CHil\Ml\Tll flFL SOTTOPROGRl\MMI\ 3000 
3230 REH 
3?35 RFH 

CHF DFF IN ISCF I F'UNTI PFR CllLCOl. llRF y (I) ( r.n, TFSTn) F 
I PESI \.l(TJ 

3240 RFH 
3250 GOSU8 AOOO 
3260 RFH 
3270 REH Cl\LCOLO DEI.Li'\ SOMMI\ 
3?80 RFH 
3?90 FOR I O TO 11 
3300 Y = 18 - lii * XITI I 21Y = Y + (8 + lii / ?I REM Y=P!.JNTI DI ri'll.COl.O 

F'FR F 
3310 NT = NT + WfT) * FN FCYJI REM r::llL CnLO DEI.I 'INTEGRAI F 
3;-;20 NFXT I 
3~30 NT = NT * IB - Al I ? 
~~)70 

4000 
4010 

RFTllRN 

RFM ************************************************* 
REH ROTTOPROGRllHHll fl'INTFGRll?TONF 

61 



40~0 RFM 
4o:rn RFM 
4040 RFM 
4050 RFM 
401,0 RFM 
4070 REM 
4080 FffM 
4090 RFM 
41.00 f'iFM 
41.10 PFM 
4120 RFM 
41'.'iO RFM 
4140 R~·M 

41.50 RFM 
41b0 RFM 
4170 Rn1 
4180 NT -
4190 RF"M 
4200 REM 
4210 REM 
4?20 XIOl 

FflRM! Il A nr rHF!WSHF\! ( 9 PI INTT) 

RFl~fl! F n•11c~n: 

1.DATT NFrFBBART! * A='i TMTTF TNFFFnnF~F * [;·"I TMTTF Bl.IF'ERIORF * F I Xl =FUN7T ONF r1A lNTEGRARF 
;>,RJBl.11 Tl\TT FORNTTT! * NT=Ulll !1RF DFL.1 'INTFGR'°ll F 
:,,UARTAf<TI T ll'TTI TZZATF! 

A, 'f<, T, NT. Y 
4.UETTORF llTTUZ?ATO! 

XCRl 
5,Fl1N7TDNE 1.ITJI TZZATA! 

FCXl 
************************************************* 

o: RFM INTZT'°ll T77A7TONF DFI I 'INTEGRALE 

DFF"TNI7TONF" J1FGI I Xl Il DF.I TFSTO 

o:x11 l = ,t679061842!Xl?l = .5287617R31!X(J) .6010186S54!Xl4 
l = .9U.S89:.'\077!X15l - XIU!X(6l - Xl?l!X17l = -- X13l!Xl8l = 
Xl4l 

4230 REM 
4240 RFM 
42~0 REM 

CALCO! O DFl.J A SOMMA 

4260 FOR I = O TO 8 
4270 Y = CB - Al * XCII I 2:y = Y + CB + Al I 21 REM DFFINIZTONE DEI PUN-

TI IN rl.II CALCOLARE F 
4280 NT = NT + FN FCYl! RF.M 
4290 NEXT I 
4300 NT = NT * IB - Al I 9 
4cHO RETLJRN 

CAL.rrn n DF.LL'INTF.GRALE 

SODO REM ************************************************* 
5010 REM snTTOPROGRAMMA D'INTEGRAZIONE" 
5020 RF.M roN LIMITE SUPERIORE INFINITO 
5030 REM FORMULA DI GAUSS 112 PUNTil 
5040 RFM 

RFGOLF D'USO 
loDATI NF.CFBBARI! * A=LIMITF INFERIORE 

5050 REM 
5060 REM 
5070 REM 
5080 REM 
5090 REM 
5100 REM 
5110 REM 
51.20 RFM 
5130 REM 
51.40 REM 
5150 RFM 
5160 REM 
5170 RFM 
51.BO REM 
5190 REM 
5200 NT = 
521.0 RF.M 

* EIXl=FUNZIONF. DA INTEGRARE 
2,RJSUJ .. TATI FORNITI: * NT=VAL.ORE DELL'INTEGRAI F 
3.VARIABILI UTILIZZATE: 

A,I,NT,Y,YT 
4.VFTTORE UTILIZZATO! 

XC J) ,IJC Il 
5.FUNZIONE UTH IZZATA! 

FCXl 
6,SOTTOPROGRAMMI\ rHil\MATO! 

6000 

************************************************* o: REM INIZTAl.IZZAZTflNE DELL'INTEGRALE 

5220 RF.M 
5230 RFM 
5240 REM 

rHIAMl\TI\ DFI BflTTIJPROGRAMMI\ CHF !'IFFINifWF 
Gl.T XCII E l~CTl CCFR TESTO> 

5250 GOBI IB f.000 
S260 RFM 
5270 REM 
5280 REM 

rAl.COL.O DEL.I.A SOMMA 

5290 FOR T = O TO ll 
5300 Y = (2 I Il + XCTlll +A - l: RFM 
5310 YT = EN FCYl 
5320 YT = YT I ICl +XCIII A 2l: REM 

DELLA SOMMA 
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5330 NT = NT + WITl * YT! RFM 
:'0340 NFXT J 
~;3~;0 NT = NT * ;:> 
:';360 RFTI IRN 

r.AI r:OI n HFI I 'T NTFflRAI F 

6000 RFM ********************************************* 
6010 RFM SOTTOPROGRAMMA nJ TNI7TALI7?A7IONE nFT UFTTORI 
1,020 REM XIII E l.J(Tl NF'TESSART PFF: I 'INTFGF<"17TONF 
Ao:.·10 REM !'Wr.ONDO I .A FORM!ll. A n:r GA!!SS 1? PLINTI 
6040 RFM 
600.0 RFM 
A060 RFM 
6070 RFM 
6080 RFM 
1,090 RFM 
f.100 REM 
6U O RFM 

sotn Gl T FlFMFNTT 
Xl111 F 1~<1.1l 

SONO UTII I??ATT 
********************************************* 

TNT7IAI T77A7HlNF J'IFGI I XIII 

A1?0 XCOJ .125::>3340R5!X111 = ,3f.7R314989lXl2l = .:'087317954?lXl31 = .7699 
O?A741 !X14) = .904117?R63!Xl5l = ,9815606342 

A130 Xl6l = - XIOJ!Xl7l = - Xltl!XIBJ - Xl?llXl9l = - XC3l!Xll0l = 
x141:x11.11 = - x1:'1 

<'>140 RFM 
6150 RFM TNT7IALIZ7AZTONF DEI l.J!Tl 
.~J .~O REM 
6170 WIOJ ,?491470458!1.J(ll = .?3349~:'0365!1.Jl~I = ,?031674?<'>7!Wl3l = .1600 

783285!Wl4l = .10<'>9393259!Wl51 = .0471753363 
6180 W161 = l.J(Ol!LJl7l = l.Jl1l!Wl81 = l.J12J!Wl9l = Wl3J!W110l = l.J(4l!Wlt1l = 

Wl5J 
6190 RF'TIJRN 

5 - ESEMPIO PRATICO 

Si voglia calcolare l'integrale tra O e 1 della funzione: 

f(x) = 1/(1 + x + x2 ) 

11 risultato esatto di tale integrale è rc/3 v'3 = 0.604599788. 
I vari metodi proposti portano ai seguenti risultati: 

1. Simpson (n = 10): .604599557 

2. Bode: .604599787 

3. Gauss: .604599788 
4. Chebyshev: .604599734 

L'esempio illustra la risoluzione con il metodo di Gauss. 

RUN 
INTEGRAZIONE NUMERICA. 

AUTORE!H.HAUT 

REGOLE D'Uso: 
1.L'UTENTE DEVE DEFINIRE LA 

FUNZIONE DA INTEGRARE ALLA LINEA 
270 COME INDICATO! 

270 DEF FN FIXJ=l/ll+X+X*Xl 
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RF NON F' GTA' STATO FATTO 
PRFMFRF RFSFT, DFFINIRF I.I\ 
Fl.IN?Tnt-iF F Ll\Nr.Tl\RE Jl PRnGRl\MMA 

':>. R('Fr11 T FRF Pfl T llNn r1FI MFTODI 
<;Ff.11 IFNTT; 

1=RFGOI I\ DI STMPSON 
'.'=RFGOI A f!T 'F<ODF 
:.~=FORMlll A flJ GAUSS 
4=FnRM1.1! .I\ III GHEBY!:;HFlJ 
~5=1.TMJTF c;11PFF;JnRF INFINITO 

>.ri~·FTNTHF' TNFTNF T I IMITI 
D' TNTEGRl\ZIONF 

PREMERE UN TASTO PER GONTJNlll\RE 
SCEGLIERE IL TTPO DT r.111.cm o : 1.=SIMPSON 
?=BODF; '.'l,=Gl\l.IRS; 4=rHF'F<YSHFV; 5=1..IMITF SI.IP 
INF, 

TTPO =3 

l.TMITF INFERIORE =O 
!.IMITE Sl.IF'FRIORF =1. 

lJl\LORE DFLL'INTEGRl\LF=.604599788 

tempo d'esecuzione: 1" 
memoria richiesta: 8186 bytes (senza REM 2526). 
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PROGRAMMA NUMERO 6 

EQUAZIONI DIFFERENZIALI 
DEL PRIMO E SECONDO ORDINE 

Questo programma permette di calcolare il valore assunto· da una funzione y (x) in 
un generico punto (oppure di tabulare la funzione stessa) quando questa è definita 
tramite una equazione differenziale del primo o secondo ordine, con le condizioni ini
ziali in un punto x0• 11 metodo di risoluzione adottato è quello di Runge-Kutta (quarto 
ordine). 

1 - METODI NUMERICI 

1.1 - Equazione differenziale del primo ordine 

Si voglia risolvere l'equazione: 

(1) y'(x) = ~~ = f(x, y) 

sotto la condzione iniziale y(x0) = y0 , calcolando il valore di yin x = x,. 
Seguendo il metodo di Runge- Kutta, si divide l'intervallo x, - x0 in segmenti di 

lunghezza h e si tabula la funzione,y da x0 a x,, con passo h, utilizzando il seguente 
algoritmo: 

(2) Yn+1 = Yn + 1/8 (k, + 3k 2 + 3k 3 + k4 ) + (errore dell'ordine h5 ) 

con la convenzione: 

con Xn = x0 + nh 
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I k; sono dati da: 

(3) k 1 = h f (Xn, Yn) 
k2 = h f (Xn + h/3, Yn + k 1/3) 
k3 = h f (Xn + 2h/3, Yn - k1/3 + k2) 

k4 °= h f (Xn + h, Yn + k1 - k2 + k3) · 

1.2 - Equazione differenziale del secondo ordine 

Come nel caso precedente, la soluzione di: 

(4) y" (x) = = f (x, y, y') 

sotto le condizioni iniziali: 

y(x 0 ) = Yo e y'(x 0 ) = Y~ 

è tabulata da x0 ad x1 con passo h nel modo seguente: 

(5) 

ove l'errore di approssimazione è dell'ordine di h5• 

Si ha: 

11 = h f (Xn, Yn, Y~ ) 
(6) 12 = h f (Xn + h/2, Yn + h/2y~ , Y~ , + 11/2_) 

13 = h f (xn + h/2, Yn + h/2y~ + h/41 1, y~ + IJ2) 
14 = h f (Xn + h, Yn + hy~ + h/21 2, Y~ + 13) 

Riferimenti bibliografici: A2, 81, 82, C3, H1, L 1, S2, S3. 

2 - TECNICA DI PROGRAMMAZIONE 

11 programma realizzato permette all'utente di definire le due equazioni differenzia
li y' = F1 (x, y) e y" = F2(x, y, y'), di scegliere le condizioni iniziali (x0, y0 ) e (x0, y0 , 

y'0) e di determinare il passo H da utilizzare nonché il valore x1 = XF. 
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Per calcolare il valore di y in x1 bisogna scegliere il passo H in modo tale che 
x1 = x0 + nH (con n intero). 

Per evitare di calcolare le funzioni F1 ed F2 con dei sottoprogrammi, si possono 
definire nel modo seguents: 

1) DEF FN F1 (X) = f(X, Y) 

il calcolo di C = F1 (A, B) può allora essere svolto con le istruzioni: 

y B 
C FN F1 (A) 

2) DEF FN F2(X) = f(x, y, z) 

in cui z rappresenta y' e il calcolo di D = F2 (A, B, C) può essere realizzato nel modo 
seguente: 

y = B 
z =· e 
D = FN F2(A) 

Le risoluzioni delle equazioni differenziali secondo gli algoritmi (2) e (5) sono rea
lizzate tramite i sottoprogrammi 2000 e 3000. 

Il programma infine permette all'utente di scegliere tra il calcolo dei soli valori 
finali (x1, y1 , y;) e la stampa della tabella dei valori assunti da x, y, y' ad ogni passo. 
(Ovviamente quest'ultima richiesta richiederà più tempo per essere esaudita). 

67 



3 - DIAGRAMMA A BLOCCHI 

INIZIO 

DE' 

x;,y; f ro""'''"' '"""" -- e punto per il 
XF calcolo finale 

_ -easso 

fil 
6iibula2ionf' 

? 

{

stampa di 

Y.Yf/.YP -- xf=x 
1 J Y = YO 

y· = zo 

FINE 

68 

- - - - - ~E = ordine dell'equazione 

- -, 
I 
I 

}--
}--

s. 

XF 

I mem~rizza-• 
zlone di XO 

stampa d1} 
Xf=X --• 
Y = YO 
Y' = yp 

FINE 



N 

Stampa della 
tabella 

X, Y, Y' 

.r::N-1. 

Fl~E 

___ loeti~izione dei parar;ietri ter 1 sottoprogrammi 
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N 
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calcolo cl.i 
l«I., 1\2, ~KI, 

yt/J: Yf/J + 

i-(r1+31t ... ,.3~ 
+K,.)/8 

'IP: 
f-i(><+H) 

-Oub - routine: equazione 
_ _ _ _ ifferenziale del 

rimo ordine 

- - - - -[nizializzazione di y 

----f alcolo di J = f(x, yo) 

r: = 11 (A, B) si effettua con ----t = B : C = FN F1 (A) 

- - - -Ealcolo di y = Jn + 1 

____ Jcalcolo di 

~p = f(x + H, y) = y'n + 1 



cako\o di 
LtL2.1L~1 Ll,i 

y </I= Yr/J -t 
.,._., (ztf> + 
(L1+Lt+L~ 

2;~2;+ 
(L-t+U+L3 

fL't)/6 

~ottoprogramma per le equazioni 

- - - - - ifferenziali del secondo 
rdine 

r: = F2(A, B, C) si calcola con ----t = B : Z = C : D = FN FZ(A) 

---f alcolo di YO = Jn + 1 

-- -falcolo di ZO = J'n + 1 
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4 - PROGRAMMA 

REM EQUAZIONI DJFFERFNZIALI 
2 REM DEL. PRIMO F RECONDO ORDINE 
3 REM 
4 REM AIJTORE: H, Hl\IJT 
5 REM 
6 REM 
7 RFM DFRCRIZIONEI 
8 RFM Il PROGRAMMA PFRMFTTF DI RJROLVFRF 1...F 
9 REM SFGllFNTI FQUAZIONI DIFFERENZIALI 
10 REM l,Y'CXJ•FCX,Yl 
11 REM ?.Y''IXl=FIX,Y,Y') 
12 REM CON H. MFTOTIO DI RIJNGE-KIJTTI\ 
13 REM 
14 REM ********************************************* 
15 REM 
16 REM 
100 REM 
110 REM REGOLE D'USO 
120 REM 
130 HOME 
140 PRINT Tl\BC 7J;'EQUl\ZIONI DIFFERENZI/ILI' 
150 PRINT Tl\BC 7ll'DEL 1MO E 2DO ORDINE,' 
1·60 PRINT : PRINT TAB C 20 l ; 'AUTORE: H, HAIJT' 
170 PRINT 
180 PRINT '1.L'EQUl\ZIONE DIFFERENZI/ILE DI lMO ORDINE Y'=F1CX,Yl DEV 

E ESSERE DEFINITA' 
190 PRINT ' l\LLA I .INFA 320 SE'CONDO JI... MODELLO:' 
200 PRINT ' DEF Fl1Xl=XA2-YA2 ,DOVE FlCXJ=Y'' 
210 PRINT '2,L'EQUAZTONF DIFFERENZI/ILE DI 
211 PRINT ' SECONDO ORDINEl'I PRINT ' Y''=F21X,Y,Y''J' 
212 PRINT ' DEVE ESSERE DEFINITA l\LL./\ LINEA' 
220 PRINT.' 360 SECONDO Il... MODEl...l...Ol' 
230 PRINT ' DEF F21XJ•X*Z-Y ,DOVE F21XJ=Y'' 

Z=Y' 
?40 PR INT '3, INSERIRE PO I L' ORD INF DFl...L.' EQUAZIONE' 
250 PRINT '4, DEFINIRE I. E CONDI?.IONI TNI?Il\I. I, IL VIII ORE FTNAI E fil X F 

D H. PARRO VOl.llTO' 
?60 VTAB 221 PRINT 'PRF.MFRF UN TASTO PER CONTT.NIJARF ': !'WT A$ 
270 HOMF 
?RO l>Fl1 
?90 RFM DFFINI?IONT rn::1.1 F Fn!IA?JONI 
300 REM 
310 REM PRIM'ORDINE 
320 DEF FN FllXl = 4 * X - 2 * Y 
330 REM FllXJ=Y' 
340 RFM 
350 REM BECOND'ORDINF 
360 DEF FN F21Xl = - 4 * Y - 4 * 7 
370 REM F?<Xl=Y'' 
380 REM 7.=Y' 
390 REM 
400 REM GFRTIONF DFT RIRULTATT 
410 RFM 
4?0 INPUT 'ORDINE DELL'EQIJAZ·= 'IDFI PRINT ; PRINT 
430 ON DE GOTO 470, 700; REM RAI. TO A SFCONDA DFI I 'ORTITNF 
440 RFM 
4'50 RFM PRIMO ORDINF 
460 RFM 
470 PRJNT •roNnT?IONT TNI?T/\I TI 
480 INPUT • xo-·;xo 
490 INPIJT ' Y(l=0 '; YO 
'500 PRINT INPl .. IT 'l'"'I rn1 o NFI PllNTO X=' ;XFI PRINT 
510 l"RTNT F'RINT 'I. '/\F'PROSBIMA7IONF F' DI H"~;' ' 
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~:;r;o RFM 
~'.;40 RFM PnBBJBII TTA' rir TABlll l\RF 
~~O RFM 
5AO HIF'llT ·vn1 FTF llNA Tl'lf•FI I l\'i'' !l\'t. 
570 TF 1\$ • ·s· THFN AnTn 950 
r.;RO RFM 
590 RFM CHTl\Ml\TA TIFI c;nTTnPRnAr~AMMi'\ 
bOO REM 
1,1.0 GnSIJB ?('100 
6?0 RFM 
(,30 REM GFSTTnNF TIFT RT<;lll Tl\TT IPRTMn nRr1TNFl 
640 RF.:M 
f>"iO PRTNT 'RTSl.11 Ti'\TT: • 
660 PRINT ' X =•;v 
670 PRINT " Y =•;yo 
680 PRINT ' Y'=';YP 
690 END 
700 REM 
710 REM SECONDO ORD~NE 
720 REM 
730 PRINT 'CONDIZIONI INIZIALI:' 
740 INPUT ' XO='lXO 
750 INPUT ' YO='lYO 
760 INPUT ' Y'O='lZO 
770 PRINT INPUT 'CALCOLO NEL PUNTO X='lXF 
780 PRINT PRINT 'L'APPROSSIMAZIONE E' DI HA51' 
790 INPUT ' PASSO H='lH 
800 PRINT 
810 INPUT 'VOLETE UNA TABELLA?'lll$l REM POSSIBll.ITA' DI TABULARE 
820 IF A$ = 'S' THFN GOTO 950 
A30 REM 
840 REM CHIAMATA DEL. SOTTnPROGRAMMA 
A50 REM 
860 GOSUB 3<)00 
870 REM 
AAO REM GESTIONE DEI RISULTATI !SECONDO ORDTNEJ 
890 REM 
900 PRINT 'RISULTATI!' 
910 PRINT ' X='lX 
920 PRINT ' Y•'lYO 
930 PRINT ' Y'='lZO 
940 END 
950 REM 
9<'>0 REM TABU! l\TO 
970 REM 
980 HOMF 
990 PRINT ' X •; TllBC 81!' Y 'I TABI ?2)1' Y' ' 
1000 PRINT '---•; TABI Bll'---•; TABI 2?Jl'----• 
101.0 XI = XO 
1020 N = IXE - XI I I H: REM NUME"IO DT PllNTJ INTERMErrT fil\ Cl\LCOl..ARE 
1.030 REM 
l.040 REM F.VFNTl.Jl'll .E r;oRRFZTONF TIT N PFl'i ARROTnNDAMENTO 
l.050 IF INT (NI < ) N THEN N = N + 1 
:1.060 REM 
1070 FOR I = O TO N -
tOAO XO = XI t I * H 
1090 XF = XJ + CI + 1) * H 
t I 00 RFM Cl'l! .. r.n1 o nr llN PUNTO INTERMEDIO 
1110 nN DE GOSUB 2000,3000 
1120 REM STl'IMPl'I DEL Tl'IB!JLl'ITO 
1130 TE DE = ? THEN YP = ZO 
1140 PRINT XE;• •; TABI BJ;Yo;• •; Tl'IBI 22llYP 
1150 RFM PROSFCUZIONF TIFI IA Tl\BELLA 
11. 60 NEXT T 
11'?0 FND 
2000 REM ********************************************* 
201.0 REM SOTTOPROGRAMMA PER RISOLVERE 1..'Em.ll'IZIONE DIFFFREN7Illl E: 
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?0?0 RF'M 
2o:rn RFM 
2040 RFM 
2050 RFM 
2060 RFM 

y' =•F 1. <X, y' 
CON TI MFTODl1 nT F.'l INf''F .. ·Kl.ITTI\ 

RFGDI .E F'FF> I , 11sn 1"fFI SOTTrlPF:nr;F:'1MMI\ 

?070 RFM 1,Dl\TI NFr.FSSl\RII 
20fl'l l~FM * 1°1 <X,Yl TIFFTNITr' fil\ FN F1 (Xl 
?090 REM SFr.ONflO TL MODFLLOI 
2100 RFM flFF FN F11Xl=4*X-2*Y 
2:1.J.O FffM ITI r1111~n1n nT r=F1<1\,.f<l [~I EFFl''TTl..111 
2120 RFM r.ON Y=Flr.=FN Fl\I\) l 
2130 RFM * XO"VAI ORF TNT7Il\I F flT X 
2140 RFM * YO=Ul\I. !1Fff TNI7T1~I F fil Y 
21~0 RFM * H=Pl\SSn 
2160 RFM (I ·' TNTFRVl\I. I (l XF-XT flnvr: ('.(lNTl0 NFRF 
2170 RFM llN Nll~IF:Rn TNTFRrl flT r'l\SST) 
2180 RFM * XF=Vr'I ORF FTNl\l .F rn--1 r.111 r.rn o 
'.'190 RFM ?.RJS/.ILTl\TI FDRNJTT I 
2200 RFM * X=Vl\I ORF FTNI\/ F fil X 
?210 RFM * YO=Ul\LORF flT Y TN X 
???O RFM * YF'•=UI\/ DRF fl T Y' TN X 
:>?30 RFM :i, lJAF:Jr'IF<TII 1.ITTI T?71\TF I 
2240 RFM H,K1,K2,K3,K4,XO,X,XF,YO,Y,Yfl,YP 

.?250 Rnl 4.Ft.1N7IDNF IHTI T7?1\Tl\I 
??60 RFM Fl(X) 
2?70 RFM ********************************************* 
??80 Y = YOI RFM TNT7Il\I. I77r'17JONF ffJ Y 
?290 FOR X = XO TO XF - H I 10 STFP H 
?100 Yfl ·= FN 1°1 IX): RFM r111.r.n1 (l flT Y'=F\X,YO) 
?310 RFM r111 r.nt .. n nT Kl 
2320 K 1. = H * Yr• 
2330 RFM r111r.n1n flT K? 
2340 Y = Y0 t K1 I 3 
2350 K2 = H * FN FtCX t H I 31 
2360 RFM r.111r.n1 (l nr K3 
2370 Y = Y0 - K1 I 3 t K2 
?380 K3 = H * FN FllX t? * H I 3l 
2390 RFM rA/ r.n1n ffT K4 
2400 Y = YO t Kl - K2 t K3 
?410 K4 = H * FN Fl<X t Hl 
2420 RFM r.111 r.oin T•T YCN+U cr.FR TFSTOl 
?430 YO = YO t IKl t 3 * K? t 3 * K" + K4l / R 
2440 y = Y01 REM c111.r.n1n rn--1 VIII. nRF flT y 

2450 YP = FN FlCX t Hl 
2460 NEXT X 
2470 RFM ALI .. , usr.n11 DAL r.JCLO. X=XF' YO=YF F YP=Y, F 
2480 RFTURN 
3000 RFM **************************************************** 
3010 RF:M SOTTnPPnGRl\MMA F'FR L.r'I F:ISOl .117IONF DFI I.., FGlll\7IONF DTFFFREN7Ir'll F: 
3020 RFM Y''=F?<X,Y,Y'J 
3030 RF:M r.ON Il METODO DT RUNGF-KUTTA 
3040 REM 
3050 RFM 
3060 REM 
3070 REM 
3080 
:3090 
~3100 

3UO 

REM 
RF:M 
REM 
REM 

3120 FffM 
3130 RFM 
3140 F;FM 
3150 RF:M 
31.60 REM 
:; 1.70 REM 
3180 REM 
3190 Rl0 M 
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RFGOI. F' PFF> I , usn ffEL SOTTnF'R(lGRl\MMI\ 

t,ffl\TI NFCFSRARII 
* F2\X,Y,Y'I DEFINITA ffA 

SECONDO IL MODFI Lnl 
ffEF FN F?CXJ=X*7-Y 

CnN 7=Y' 

FN F?CX) 

(TI.. r.111.rOL.O DI ff=•F2tll,f!,C) SI FF'FF:TTUr'I CON: 
Y=r<:?=CID=FN F2<A) ) 

* XO=VALORF TNI?IALE ffT X 
* YO=VALnRF INI?Il\LF fil Y 
* ZO=Vl\LORF: INTZIALF nT Y' 
* H=F'ASSO 

CL·' INTFRUALI. D XF, XT DEVF CONTENERE 
UN NUMF:Rn INTFRn DI PASSI) 



'i.?00 f~FM 

;l'.:>J O RFM 
~?':10 RFM 
;p;io RFM 
3240 RFM 
:~?~O RFM 

* XF•.:Vrìl OF:F F.TNrìl F lir'1 CrìlJ:nl fìfff 
2.RISl.ll TrHJ r:nRNTTI: 

li< X:c:VAI OF:F F T Nrì! F. TI T >'. 
* YO=Vr~I flRF nT y TN X * ZO=Vrìl.nRF nI y• TN X 

:O\.VrìfUM<TI T llTJI T771HF! 
3260 FffM H,1 t,L2,l 'i,14,XO,X,XF,YO,y,7ci,z 
3270 RFM 4. FllNZIPNF" UTJI T77rìTA: 
'i.?80 RFM F2CXI 

3?90 RFM **************************************************** 
3300 FPR X = XO Tn XF - H I 10 STFP H 
3310 RFM rAI C(l! (l !H ! l 
;Cl.?O Y = YO 
l;-:<30 1' ::: ?O 
3340 Ll = H * FN F2(XI 
'1350 RFM CALC(ll fl fil L? 
3360 Y = YO + H li< 70 I " 
·;;370 7 = 70 + 1 l / ~· 

'1380 I " = H * FN F? (X + H / 2 I 
3390 RFM r!\! .. Cfll n nl I :1 
:')400 7 CO 70 + I .? I '..' 

'i.410 Y = Y + H * I 1 / 4 
3420 I 3 = H * ni F2 <X + H / .? ) 
3430 RFM CAl.rfl! [l nT I 4 
3440 Y = YO t H * 70 + H li: I '.'.' i '.'.' 
3450 7 :: '.'O + I ;; 
34AO I 4 = H li< FN F2 <X +' H I 
:1470 RFM rALCnl..O flFI \..11\I flRF. flI YO 
'.'480 YO = YO t H * (?O t <I 1 + I. 2 + I :'I 1 / .~ 1 
3490 RFM CA! CO! O flFl VI\! flRF TIT 70 
3500 ?O = 70 + <I 1 ·~ .? li< I 2 t ? * ! 3 + I 4) I f. 
3c;10 NFXT X 
T.=.i?O RFM 
:;c;:,o RFM 
3540 RFTl .. IRN 

5 - ESEMPIO PRATICO 

L'esempio mostra la tabulazione tra O e 1 delle funzioni y(x) e y'(x), definite trami

te l'equazione differenziale del primo ordine y' = 4x - 2y e soddisfacenti alle condi

zioni iniziali x = O e y = - 2, realizzata con passo .5. 

La soluzione esatta, 

y = 2x - 1 - e-2x, dà per x 

2.27067056. 

RUN 
EQUAZIONI DIFFERENZIALI 
DEL IMO E 2DO ORDINE, 

AUTORE:H.HrìUT 

1 il valore y 

1, L'EQUAZIONE DIFFERENZIAl..E DI 1MO 
ORDINE Y'=Fl<X,YI DEVE ESSERE DEFINITA 

ALLA LINEA 320 SECONDO IL MODFLLO: 
DEF FlCXl=XA?-ì'A.? ,DOVE 

Fl<Xl=Y' 

.864664 716 e il valore y' 
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2.L'EQUl\ZTONF DTFFFRFN?IAl..F In 
SFCONDO ORD INF ! 
Y' '=F2(X,Y,Y'') 
DEVE ESSERE DEFINITI\ l\lLI\ LINFI\ 
360 SECONDO IL MOflFI. I O! 

flEF F2(X)=X•?-Y ,DOVE 
F200=Y'' 
Z=Y' 

3. INSERIRF POI L'ORDINE: DFI .I 'FQLll\7IONF 
4.DFFINIRE LF CONDIZIONI INIZIAI.I, IL 

Ul\LORE FINAl.F DI X ED IL PASSO VOLUTO 
PREMERE UN TASTO PER CONTINUl\RF 
ORDINE DELl..'Frll.1117.= 1 

CONDIZIONI INIZIALI! 
XO=O 
Y0=-2 

CALCO! o NEL. PUNTO X=t 

l 'l\F'PROSSIMl\ZIONE E' DI H"5' 
PASSO H=,05 

VOLETE UNI\ Tl\BFLl.l\?S 
X Y Y' 

.o~ 
• l 

+25 

+45 
.5 

.65 
,7 

.8 
+85 
,9 

-1.8048375 
-·l .6.187309 
-1.44081842 
-· l f 270320?9 
-1.1.0653094 
-·. 9488 l 1935 
-.796585619 
-.64932929 
·- + 506569991. 
-.367879775 
-+212871.41.5 
-. l0ll94539 
.027467886 
+l.53402723 
.276869537 
.3981.03189 
.51.7316l95 
.634700842 
• 750431124 
.864664472 

3.809675 
3.6374618 
3.48l<'o3685 
3.34064058 
3.21306187 
3.0976?387 
?+993171.24 
2+89865858 
2.8131.3998 
? t 73~i7c;95~ 

? t 6.~~74?83 

2.60238908 
2+54506423 
2+4931.9455 
2.44626093 
2·40379362 
2.:~6536761 

2+33059832 
2.2991.3775 
?.2706.7106 

tempo d'esecuzione: 4" 
memoria richiesta: 6061 bytes (senza REM 1762). 
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PROGRAMMA NUMERO 7 

GRAFICO DI UNA FUNZIONE 

Questo programma utilizza le funzioni video-grafiche del sistema APPLE 11 PLUS 

per rappresentare una funzione definita dall'utente in un intervallo a piacere. Le scale 

sono realizzate in modo da sfruttare al massimo i 270 x 150 punti dello schermo. 

1 - TECNICA DI PROGRAMMAZIONE 

Dopo aver definito la funzione f(x) che si vuole rappresentare e gli estremi dell'in

tervallo di definizione Xl e XF, si utilizza il sottoprogramma 1000 per calcolare il valo

re assunto dalla funzione stessa in 270 punti compresi tra Xl e XF. Tali valori vengono 

memorizzati in un vettore Y (I) e tra essi si sceglie il valore massimo YF e il valore mi

nimo YI. Si sceglie infine la scala delle ordinate in modo da sfruttare in toto i 150 pun

ti verticali dello schermo. 

La corrispondenza tra i valori X,Y calcolati ed i valori XP, YP che danno le coordi

nate grafiche è realizzata dalle seguenti formule: 

XP = 270 + (X - XF) 

YP = 150 - (Y - YI) 

270 
(XF - Xl) 

150 
(YF - YI) 

11 grafico della funzione viene cosi eseguito all'interno di un quadrato graduato, 

contenente anche gli assi cartesiani nel caso in cui Xl < O < XF oppure YI <O < YF. 

Viene inoltre lasciata all'utente la possibilità di utilizzare anche un secondo scher

mo supplementare. 
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2 - DIAGRAMMA A BLOCCHI 

78 

fNl2.10 

DIM '/{t1' 
DEf' FN f(X)-

t:taa:."iato 
91-i~lia. 

FINE 

______ fintroduzione dei limiti 

tel grafico 

flNE 



YI:1E 38 
Yf" =-108 

_____ -E efinizione del passo per X 

i izializzazione dei valori 

- - - - - minimo (YI) e massimo (YF) 
er ~(X) Ira Xl e XF . 

.l::c;il ~ alcolo di YI e YF e memorizzazione 

,...._...__-__,- - - - - - - - ei valori f(X) nel vettore Y(I) 

X:l<r+I*XL ______ rDefinizione dei valori 

~ntermedi per X 

.s YF-:: FX 

>".S'--,._--t Y :C :. FX 
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YL: yr.yI 
ASO 

HG-R 
Hc.olov::3 

clt,.~~no 

dd f\.a~to 
,etad11a1ò 

Hplot,,S 1 

1s9. YCf)..YI 
~ 

--~--..... YP:. "S9-
(YC.t). '1:1.)jY 

H pie~ ~o 

.I:,YP 

- - -{Definizione del passo per y 

_ _ _ f7 nizializzazione della funzione 
"l?rafica 

____ rPosizionamento della 'penna' 
~el punto iniziale 

___ foefinizione della coordinata 
l!!rafica y 

- - --Grafico di f (x) 



asse X = t- __ _ li plot
XP,910 XP, 1S 

---.-.....J 

yp :. t1S'3 
t Y:C 

YL: 

asse y = J _ _ _ _ l+plot J ,S,YP~ot~ 

J1~~11aiio~r 
del/~ 

_ _ _ fcontrollo su Yl e YF 

~I< O< YE 

~E. T\JRN 
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3 - PROGRAMMA 

2 
3 
4 
5 
6 
7 
B 
9 
10 
11 
100 
1.10 
1?0 
l.30 
140 
150 
tf.O 
170 

180 
190 

200 
210 

no 
230 

240 
250 

260 
270 
?BO 
290 
300 
310 
320 
330 
340 
350 
360 
370 
380 
390 
400 
410 
420 
430 
440 
450 
460 
470 
480 
490 
500 
510 
520 
530 
540 
!5~0 
560 
570 
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RFM 
REM 
REM 
REM 

GRAFICO DI UNI\ FllN7IONF FIXl 

l'IUTORF: H, Hl'llJT 

DESCRIZIONE 
REM 
RFM 
REM 
REM 
REM 

IL F'ROGRl'IMMl'I F'ERMFTTE DI DISFGNl'IRE IL GRAFICO 
DI UNI\ FUNZIONE FIXJ DFFINITl'I fl ... 1 ... 1 '1.ITENTF 
IN UN INTFRVl'll .. LO Il F'Il'IGFRF. 

REM 
REM 

REM 
REM 
REM 

************************************************* 

REGOLE D' I ISO 

HOME 
F'RINT Tl\B( 7); 'GRAFICO r1I llNl'I Fl.1N710NF' 
F'RINT : F'RINT Tl'llH ?Ol; 'l'lllTORE:lt.Hl'lllT' 
F'RINT 

' 

PRINT '1.. Il. F'ROGRl'IMMl'I RFl'IUZ7(\ IL GRl\Fir.o rn 
UN OUl'IDRl'ITO DI 1?70*150) PUNTI,' 

F'RINT 
F'RINT ' LE SGl'll.F, GLI l'ISSI F Il F'l'ISSO SONO 
MMI\' 
F'RINT 

UNA FIJN7IONF FIXJ IN 

Cl'ILGOLl'ITI fll'IL F'ROGRl'I 

F'RINT '2.Ll'I FUNZIONE F<Xl DFVF. FSSFRF DFFTNITl'I fll'ILLL'llTFNTF l'ILLl'I U 
NEI\ 340 SECONDO Il. HODFll.O:' 
F'RINT ' 340 DF.F FIXl=SIN<X>*GOSIXJ' 
F'RINT ' SF. NON E' STl'ITO l'INGORl'I Fl'ITTO PRFMFRF tl Tl'ISTO RFSET, DEFI 
NIRE LI\ FUNZIONE E Bl'ITTFRF RIJN' 
PRINT 
F'RINT '3,INTRODURRF INFINF I Vl\LORI TNIZil'ILE F FINl'llF DFl.ll\ Vl'IRTl'IBT 
LF X CHE DELIMITI\·- NO L' INTFRVl'll LO DI flFFINIZIONF' 
VTl'IB ?3: PRINT 'PREMERE IJN Tl'ISTO F'FR CONTTNUl'IRF': GFT 1\$ 
RFM 
RFM ISTRUZIONI DI DIHENBIONl'IMENTO 
REM 
DIM Yl270l 
REM 
RFM DEFINIZIONE DEI.I.I\ FUNZIONE 
RFM 
DFF FN FIXl = <X - 1.) * IX+ 1) * (l( - ?J * SIN IX) 
REM 
REM GESTIONE DEI fll'ITl IN TNF'llT-
RFM 
HOME : INF'UT 'X INIZil'ILF=';XI 
INPUT 'X FINl'llF •";XF 
REM 
RFH CHil'IMl'ITI\ flFl. SOTTOF'ROGRl'IMHl'I 
REM 
GOSLIB 1000 
RFM 
REM GRIGLIA OF'ZlONl'ILE 
RFM 
INF'UT 'GRIGI.Il\ ·(SO Nl';I\$ 
VTl'IB 1 
IF 1\$ = 'N' THFN END 
RFM 
REM TRl'ICCll'I flFLLl'I GRIGLII\ 
REM 
FOR = 1 Hl 9 

XF' = 27 * I:YF' = 159 - 15 J 
HF'l..OT o' YF' ·ro 270, YF' 
HPUH XF',9 TO XF'i)::i.5'-
NFXT l 



5f!O 
1000 
1010 
10?0 
1010 
1040 
1.050 
101>0 
1.070 
l.080 
1090 
1100 
11.1.0 
11.?0 
l 130 
1140 
1.l.50 
1.1. 60 
1.170 
U.80 
l.190 
1?00 
121.0 
1220 
1.230 

FNfl 
RFM 
REM 
RFM 
RFM 
RF.M 
REM 
RFM 
REM 
RFM 
REM 
RFM 
RFM 
RFM 
REM 
RFM 
REM 
RFM 
RFM 
RFM 
RFM 

******************************************* 
SOTTOF'ROGRllMMll F'ER IL GRllFTrn rrr llNI\ FUlll?IONE 

RFGIJl..F PFR I 'U!=ln HFI snTTOPROGRllMMll 

1.DllTI NFrEqSllRTI 
* XI=VM ORE IlllTZillLF flI X 
* XF~Vlll ORE FT!llAI F flT X 
* F!Xl=Fl.JN7TONF flT rUT ST Ul.101 F TI GRAFirO 

fil\ XI Il XF 
? , RISUI .TllTI FnRNITT I 

rlRl\FTrn TIT F!Xl !=lii llNI\ GRTGI TI\ DI 
?70*150 PUNTI 

3,Vl\RillBII I llTTl.IZìl\TFI 
FX,XF,XJ,XL,XF',YF,YT,YI ,YP 

4. VFTTORF 1.ITJI 1771\TO l 
Y!?70l 

5, FllN7.IONF IJTTI T771\TI\ I 
F!X) 

******************************************* 
!XF - XT) I ?701 RFM Fl\TTORF DT SrAI Il PF.R X Xl = 

RFM 
REM 
RFM 

r111 ro!. n nI y Ml\qSTMO (YFl F MTNTMO !Yil 

1.?40 YI = 1E381YF = -· 1F381 RFM TNT7Tl\I T77A"••nw 
1?50 FOR 1 = O TO ?70 
1.?60 X = XT + T ·* Xl 
1?70 FX = FII! F!Xl 
1.?80 Y!Il = FX 
1290 IF FX > YF THFN YF = FX 
1.300 JF FX < YT THEN YI = FX 
1310 NFXT I 
1.~?0 YI :: CYF -· YI) I 1 ~iO! Rl="M F~TTnRF. n 1 (~r>'l\I .. ~. !"•rT; 
1330 RFM 
1340 REM TRl\rril'I TIFI. 01.ll'lflRl\TO GRMll.ll'ITO 
1~~0 J;•l="M 

1360 HGR HrOLOR= 31 RFM INIZillLI?ZllZIOlllE DEI.LII FUN?InNF GRl\FICll 
1370 HF'LOT 0,9 TO 0,159 TO ?70,159 TO ?70,9 TO 0,9 
1380 FOR I = 1 TO 9 
1390 XF' = 27 * JIYF' = 159 - 15 * 
1400 HF'l.OT O,YF'.TO ?,YP 
1410 HF'l.OT ?f.8,YF' TO 270,YP 
1420 HPl.OT XF';9 TO XF',11 
1430 HF'l.OT XF',157 TO XF',159 
1440 NF.XT I 
1450 REM 
1460 RFM VIStJlll.TZZll?IOlllF. DET l .. IMITT 
1.470 REM 
1480 VTllB !21ll RFM F'tJlllTllTORE llL CllMF'n TESTO 
1490 F'RINT 'XIDll 'IXII' Il •;xr;· rO!ll F'l\550'1?7 *Xl 
1500 F'RINT 'YIDI\ •;vr;· Il 'IYFI' rON F'll5RO ·;1~·* YI 
l:'il.O REM 
1520 REM GRllFTrlJ DF.l.Ll'I FUNZIONE 
1530 RFM 
1540 HPl.OT 0,159 - !Y!Ol - Yil I Yl 
1550 FOR I = 1 Tci 27Ò 
151>0 YF' = 159 - !Y!Il - Yil I YL 
1. 570 HPLOT TO I, YF' 
1580 NFXT I 
1590 REM 
1600 RF.M 
1610 RF.M 

VIBtJl\l.IZZllZIONE DELl'llqRF 

1620 TF XI * XF ~ = O THEN GnTO 1700 
1630 XF' = 270 - XF I XL 
1640 HF~OT XF',9 Tn XP,159. 
1650 REM 5UflDIVI5IONE DEL GRl\FICCl 
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1.660 FOR I = 1 TO 9 
1670 YP = 1~9 - 15 * I 
1.680 H~.OT XP,YP TO XP t 2,YP 
1690 NEXT T 
1.700 RFM 
1710 REM VI811/\U?Zl'i7TONF DFL.1. 'MlSF X 
1720 RFM 
1.730 IF Yl * YF > = o THFN GOTO 181.0 
1740 YP = 159 + YT I YL 
1750 HPl.OT o,YP TO ?70,YP 
1760 RFM sunnTVTSIONF nFL rAMPO 
1.770 FDR I = l TO 9 
1.780 XP = 27 * I 
1.790 H~.OT XP,YP TO XP,YP t 2 
1.800 NEXT I 
1.81.0 RFTIJRN 

4 - ESEMPIO PRATICO 

Si è realizzato il grafico della funzione f(x) 
nell'intervallo - 3 .5_ x ~ + 3 

RllN 
r;R/\FirO nr 1.INA FllN?.IrlNF 

:! • JI pr-;01;r~Al~M•'• !"FA! "j":'"lA T! l"~AFF"O nr 
llN/\ FIJN7If1NF Fil(> IN llN nilAT!~'ATn nT 
< :17o:t:·1 !=;O) Pl.INTT. 

'F ~:;r~AI i:·:' f~I r AC\~T F TI PA~sn (:~nNn 

f""A! .f'.rll ATI T!AI ppnr;1:,AMMt' 

··>.1 i\ FllN"l"[rlNF" FIV' l"IFl.!F .-:·q'WF:F I"IFFTNTTA 
p," I I 'llTFfJTF Al I ,, ! HJl'"1~ :>:40 sFrONTlrl 
TI Mf1DFI I.O! 

~40 T!FF FIYl~SJNIYJWrOS!Xl 
SF NON F' STATO ANrrJR/\ FATTn PRFMFRF 
TI Tr'ISTrl r;F~:FT' r1FFTNTf;F 1.r'I r:rnrnnNF 
F HATTF!'ff RllN 

:e TNTRn!"lllF;F;F INFTNF I VAL orn TNI?Tr'll.F F 
FTNAI F TIF! I Il V/\F;TAf<Jl.F li f~HF JIFI TMTTA··· 
NO ! 'INTFPU/11.1 n nr TIFFTNI7TONF 

PRFMFF;F !IN T/\STO PFF: CONTTNllAPF 
y TNT?TA! f':oo··<>: 
li FINALF "+:>: 
Y!T!/\ -~ Il ~ CON PAqSrl.A 
v;nA ·-,9~q~~507A A 14~1969A~A ~ON PAS~O 
l ~ r.;1.~1~~:)87 

r;Rifl! I/\ (S O NIS 
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(x - 1) (x + 1) (x - 2) . 



/ \ I 

!\ 
! L 

\ ..Y 
l il,. l .r I 

tempo d'esecuzione: 21" 
memoria richiesta: 4830 bytes (senza REM 3725). 

"\.i 
1 
i 
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PROGRAMMA NUMERO 8 

RICERCA DEGLI ZERI DI UNA FUNZIONE 

11 metodo utilizzato permette di trovare tutti gli "zeri" reali di una funzione f (x) defi
nita in un intervallo a,b. 

1 - METODO NUMERICO 

Si utilizza il cosiddetto metodo della "bisezione" che permette di calcolare il punto 
di un intervallo I a,b I in cui la funzione ammette uno zero, purché in tale intervallo la 
funzione ammette un unico zero. 

Sotto questa ipotesi valgono le seguenti considerazioni: 

1) se in I Xa. xbl vi é uno zero, allora risulta 
f(Xa) f(xb) <O 

2) sia allora Xc il punto medio di I Xa. xb]: 
- se f(xa) f(xc) > O, si considera il 
semintervallo I Xc. xbl 
- se f(xa) f(xc) < O, si considera invece 
l'intervallo I Xa. Xc I 

3) si ripetono le operazioni di cui al punto 2 
finché la lunghezza dell'intervallo ottenu
to non risulta inferiore della precisione ri
chiesta. 

Riferimenti bibliografici: A2, C2, C3, C4, H1, L2. 
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2 - TECNICA DI PROGRAMMAZIONE 

Per calcolare tutti gli zeri della funzione f (x) nell'intervallo I A, B]. bisogna 
innanzitutto suddividere quest'intervallo in sottointervalli di lunghezza DX, in modo ta
le che in ciascuno di questi cada al più uno zero. 

Ognuno di questi intervallini (chiamati [Xl, XF ]) viene a sua volta suddiviso in seg
menti [ XA, XB I utilizzando l'algoritmo esposto nel paragrafo precedente, finché 
XB - XA non risulta inferiore alla precisione ER voluta. 

Le soluzioni vengono memorizzate in un vettore RA (I) che deve essere opportuna
mente dimensionato in base alla funzione prescelta. La variabile Cl indica il numero 
di soluzioni trovate IRA(O), RA(1), ... , RA(CI - 1)1. 
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3 - DIAGRAMMA 
A BLOCCHI 

INIZIO 

OIM 

Ri:\ (.20) se s1 prevedono p1u d1 20 zen 

L-----' 

____ -fDim~nsionamento .~a ~odific~re 

Stampa delle radic-;J ___ _ 

RA(I) =O, ... , Cl - j 

DEF FN 
F(iC),. ... 

~unghezza dell'intervallo 
- - -- - - n cui è contenuta 

una sola radice 

____ -f recisione richiesta 

prìnt: 
~--~-_, •ntSSt/114 

r•di''' 

FÌNE 
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xc :A 

RA{,1:)::. ')(.(. rmemorizzazione 
Cl::C.:i:-t-1. --~ella radice 

90 

tottoprogramma per la ricerca 
- - - egli zeri di una funzione 

n un intervallo [A, BI. 

Suddivisione in sottointervalli DX. 

{
Inizio del sottointervallo 

- - - = fine sottointervallo 
precedente. 

___ [Primo segmento nel 
t;ottointervallo Xl, XF. 



___ [Nessuna radice ln Xl, XF 

_ _,;;; _ ___.)((= ~ - - - - funto medio di XA, XB 

TE :.f (XC.) 
TL -:')C.&-XA 

----f est sulla precisione desiderata 

___ ~a precisione è raggiunta te è soluzione 

tidefinizione 
- - - - - - - - - - - - - - ell'intervallo 

N ..5 ....----
XA, XB 

XP.> =.xc------< ')(A-::XC. 
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4 - PROGRAMMA 

1 REM CALCOLO DEGLI ZERI 
2 REM DI UNA FUNZIONE 
3 REM 
4 REM AUTORE:H.H 
5 REM 
6 REM 
7 REM DESCRIZIONE: 
8 REM Il.. PROGRAMM1'\ RICERCA CON Il ... METODO DELL .. A 
9 REM BISEZIONE, TUTTI GII ZERI DI UNA FUNZIONE IN 
10 REM UN INTERVALLO A,F DATO, 
11 REM *********************************************** 
12 REM 
13 REM 
100 REM 
110 REM RFGOLE D'USO 
120 REM 
130 HOME 
140 PRINT TAFI lll;'CALCOLO DEGLI ZERI' 
150 PRINT TAFI lll;'DI UNA FUNZIONE' 
160 PRINT : PRINT TABI 20J;'AUTORE:H.HAUT' 
170 PRINT 
180 PRINT '1,LA FUNZIONE DI CUI SI CERCANO GLI ZE- RI DEVE ERSERE DEFIN 

ITA DALL'UTENTE ALLA LINEA 280 SECONDO IL MODEL.LO' 
190 PRINT ' 280 DEF FN FCX)= ,,,• 
200 PRINT ' SE NON E' GIA' STATO FATTO, PREMERE RFSET, DEFINIRE I.A F 

UNZIONE E l.ANCIARE IL PROGRAMMA': PRINT 
210 PRINT '2 .INTRODURRF POI l 'INTFRVAL.LO A, B IN CLII SI CF.RCANO I E RMIICJ 

E Il... PASSO SCELTO IN MODO rHE 1N OGNI SllDDIVISIONE DI A, B CADA 
AL PILI' UNA RADICE' 

220 PRINT : PRINT '3,INTRODLIRRE INFINE I.A PRECISIONE DESI- DFRATA PER I 
I. CALCOLO' 

no VTAB <23): PRINT 'PREMERE UN TASTO PER CONTINUARE': GET A$ 

240 HOME 
250 REM 
260 REM DEFINIZIONE DEL.LA FUNZIONE 
270 REM 
280 DEF FN F CX) = CX - 1 O) * I X - 5) * (X + l. l * <X + 3) 
290 REM 
300 REM ISTRl.17IONE DI DTMENSIONAMENTO 
310 REM DA MODIFICARE SE SI PREVEDONO PII.I' DI 20 RADICI I I I 

330 REM 
340 DIM RAC20l 
350 REM 
360 REM GESTIONE DFT DATI IN INPl.IT 
370 REM 
380 PRINT 'LIMITI DELL'INTERVALLO:' 
390 INPUT ' A=';A 
400 INPUT ' B=';B 
410 PRINT INPUT 'SUDDIUISIONF DT A,B CON PASSO :•;DX 
420 PRINT INPUT 'PRECISIONE DESIDFRATAl ';ER 
430 PRINT 
440 RFM 
450 REM CHIAMATA DEL. SOTTOPROGRAMMA 
41>0 REM 
470 GOSUB l.000 
480 REM 
490 REM GESTIONE DEI RISULTATI 
500 REM 
510 IF CI O THEN INVERSE : PRINT ' NESSUNA RADICE 1•: NORMAI.. END 
520 FOR I O TO CI - 1 
530 PRINT ' RADICE 'II + 1;• = 'IRACIJ 
540 NEXT I 
550 END 
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1000 
1.010 
to20 
1040 
1.050 
1060 
1070 
1.080 
l.090 
uoo 
l.11 o 
1120 
l.l.30 
1140 
l.150 
1160 
1170 
l.180 
1190 
1200 
1.2l.O 
1220 
1.230 
1240 
l.250 
1260 
1.270 
!.280 
1.290 
1300 
1.31.0 
l.320 
!.330 
1.340 
1.350 
1.360 
1.370 
1380 
l.390 
1400 
1.410 
1.420 
l.430 
1440 

1450 
l.460 
1.470 
1480 
1490 
1500 
1510 
l.520 

REM 
REM 
REM 
REM 
RF.M 
REM 

************************************************** SOTTOPROGRAMMA PER LA RICERCA DEGLI 7FRI DI UNA FUNZIONE 
IN UN INTERVALLO A,B <METODO DELLA BISEZIONE> 

REGOL.E PER L'USO DEL SOTTOPROGRAMMA 

REM 1oDATI NECESSARI: 
REM * FCX>=FUNZIONE DI CUI SI RICERCANO 
REM LE RADICI 
REM * INTERVALLO IN CUI BI RICERCANO 
REM LE RADICI, DEFINITO DA: 
REM A=LIMITE INFERIORE 
REM B=l..IMITE SUPERIORE 
REM * DX=VALORE DEL PASSO 
REM CNON VI PUO' ESSERE PIU' DI UNA 
REM RADICE IN OGNI SOTTOINTERVALLO 
REM DI LUNGHEZZA DX) 
REM * ER=PRECISIONE DESIDERATA 
REM 2.RIBULTATI FORNITI: 
REM * CI=NUMERO DI RADICI 
REM * RACO>,RAC1J,.,,,RACCI-11 BONO LE 
REM RADICI TROVATE 
REM 3.UARIABil.I UTILIZZATE: 
REM A,B,CI,DX,ER,TE,T2,XA,XB,XC,XI,XF,Y1,Y2 
REM 4.VETTORE UTILIZZATO: 
REM RA(,,) LA CUI DIMENSIONE DEVE ESSERE 
REM SCELTA IN MODO CHE POSSA CONTENER!' 
REM TlJTTE LE RADICI 1 ! ! 

REM ************************************************** 
CI = O 
XF = A:XI = A 

IF FN FCA> = O THEN XC = A: GOTO 1490: REM XC=A E' LINA 
IF XI > = B THEN RETURN : REM LA RICERCA E' TERMINATA 

XI XFI REM DEFINIZIONE DELL'INTERVALLO 
XF XF t DX: REM DI LUNGHEZZA nx 
XA = XIIXB = XF: REM PRIMO SEGMENTO NELL'INTERVALLO XI,XF 
Yl. = FN FCXI) 
Y2 = FN FCXFI 

RADICE 

IF Y2 = O THEN XC = XF: GOTO 1.490: REM XC=XF E' UNA RADICE 
IF Yl. * Y2 > O THEN 

XC = CXA + XB> I 2: REM 
TE = FN FCXCI 
T2 = Xf.C - XC 

GOTO 1330: REM CONTROLLO BULLA PRFCIBIONE 
PUNTO MEDIO DI XA,XB 

IF T2 < = ER THEN GOTO 1490: REM XC E' SOLUZIONE PER LA PRECISIONE 
VOLUTA 
REM RIDEFINIZIONE DI UN NUOVO SEGMENTO XA,XB 
IF FN FIXAJ * TE > O THEN XA = XC: GOTO 1480 

XB = XC 
GOTO 1410: REM PROSECUZIONE DELLA RICERCA 
REM MEMORIZZAZÌONE DELLA SOLUZIONE 

RACCIJ = XC 
CI = CI + 1: RF.M 

GOTO .13'.rn: REM 
AGGIORNAMENTO DEL CONTATORE DI RADICT 
PROSECUZIONE DELLA RICERCA 

5 - ESEMPIO PRATICO 

L'esempio illustra la ricerca degli zeri della funzione 

f(x) = (x - 10) (x + 1) (x + 3) 
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nell'intervallo [ - 20, + 20 I con passo 1; la precisione richiesta è di 1 E - 1 O 

RUN 
Clii COl..O DFGLT ZFRI 
t1I UNII FllN?IONF 

lllJTORE:H.HllUT 

t.Lll FllNZIONE DI CUI SI CFRCllNO GLI ?F
RI DFVE ESSERE" DEFT.NITI\ Dlll .. L 'IJTENTF. 
llLLll l.INEll 280 BECnNDO IL MODF.l.LO 

2RO DEF FN FCXI= ,,, 
SF NON F' GTll' BTllTO FllTTO, PREMFRF 
REBET, DEFINIRE LII FllN?TONE F 1..llNCTllRE 
TI.. F'ROGRllMMll 

2, TNTRODl.IRRF. F'OI I 'INTFRVll! I O Il, B IN CUI 
SI (;fRCllNO l..E RllDICI E H F'llBSO SCELTO 
IN MODO CHE IN OGNI SUDDIVIBIONF DI 
11,B CllDll lll. F'IU' UNII RllDICE 

1, INTROTIURRE INFINE 1..11 F'RFCTSTONF DEBI-· 
. DERllTll F'ER Il CllLCOl..O 
F'REMFRE UN TllSTO F'ER CONTINUllRE 
I.IMITI DEI. l..'INTERVlll.LO: 

11=··20 
I<=t20 

SUDDIVIBIONF DI 11,B CON F'llSSO :1 

F'RFCTSIONF. DFSIDF.RllTll! 1E-10 

RllDTCF :r. -·~ 

RllDICF ? -l 
RllTITCF 1 5 
Rl\f1IGF 4 10 

tempo d'esecuzione: 3" 
memoria richiesta: 3795 (senza REM 845). 
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PROGRAMMA NUMERO 9 

RISOLUZIONE DELL'EQUAZIONE 
MATRICIALE AX = B 

Il programma permette di costruire la matrice inversa di una matrice A(n, n) e di 
calcolarne il determinante, nonché di risolvere uno o più sistemi lineari in più variabi
li. Inoltre il programma é concepito in modo da minimizzare l'area di memoria occu
pata. 

1 - METODO NUMERICO 

Siano A e B due matrici rispettivamente di dimensione (n, n) e (n, m). Volendo 
risolvere l'equazione matriciale AX = B, per economizzare spazio in memoria, si 
dovrà fare in modo, nel corso del programma, di utilizzare lo spazio occupato inizial
mente dalle matrici A e B per costruire le due matrici A-1 (inversa di A) e X = A-1 B 
(soluzione). In questo modo, alla fine del programma, si troveranno memorizzate A--1 

al posto di A e X al posto di B. 

Per risolvere questo problema si è utilizzato il metodo di Gauss-Jordan o metodo 
del "cardine". 

Questo metodo consiste nell'effettuare sulla matrice A una serie di trasformazioni 
À.1' À.2 , Àn in modo da ridurre la matrice A alla matrice unità I. Applicando queste 
trasformazioni la matrice A, dopo k-1 passaggi avrà assunto la forma seguente: 
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1 o o 
o 1 o 

o o 

o o ... o 

o 
o 

o o ... o a'nk a'nn 

La matrice inversa di A si può allora esprimere come: 

e 

e la matrice X come: 

Indicato con aii(k) e bii(k) gli elementi trasformati delle matrici A e B dopo k 

trasformazioni (k = O corrisponde alle matrici nella loro forma originaria) la trasfor
mazione À.k può essere definita tramite le seguenti operazioni: 

per 
{ '. :_ 1, ... ,k-1,k+1, ... ,n 

J - k, ... , n 

per 
{ '. :_ 1, ... , k-1, k+1, ... , n 

J - 1, ... , m 

per 
{ 

1
1
·. = 1, ... , n 

= 1, ... , k-1 

per k, n 

per 1, ITT 
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Durante ogni passo occorre effettuare la divisione per l'elemento "pivot" akk· Per 
minimizzare l'errore di arrotondamento si cercherà il più grande (pivot) elemento 
della sottomatrice 

e lo si trasporterà, effettuando le opportune permutazioni tra le righe e le colonne del
la matrice A nella k- esima posizione sulla diagonale principale. 

Alla fine del calcolo occorrerà riordinare la matrice ottenuta tenendo conto di que
ste trasformazioni. 

Riferimenti bibliografici: 81, C1, C2, C4, D1, J1, L 1, L2, S1, S2, S3. 

2 - TECNICA DI PROGRAMMAZIONE 

Il calcolo si effettua utilizzando un metodo iterativo in n passi. (k = 1, ... , n). 

Poiché si vogliono memorizzare ad ogni passo i risultati intermedi per la costruzio
ne di A-1 e X nello spazio occupato dalle matrici A e B, l'algoritmo utilizzato risulta di 
una certa complessità. Si consiglia pertanto al lettore di effettuare una prova detta
gliata del programma utilizzando un esempio molto semplice (per esempio un siste
ma di tre equazioni in tre incognite). 

Definiamo ora le operazioni che costituiscono il k-esimo passo. Dette r; e ci le 
righe e le colonne di A e B si ha: 

1) - Ricerca del "pivot": si ricerca l'elemento a;i (i, j = k, ... , n) con valore 
assoluto maggiore. Tale elemento aikik verrà memorizzato in PV. 

Calcolo relativo al determinante: DET = DET • S • PV, ove S è l'indice relativo 
alle permutazioni e viene calcolato nel modo seguente: 

S = s. *Se ove 

r= {-~ se ik = k 
se ikf k 

Se {_~ se jk = k 
se jk f k 
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Memorizzazione di ik e jk in due vettori PL e PC 

PL(K) = ik PC(K) = ik 

2) Posizionamento del pivot nella matrice (in posizione k, k): 

a) scambio di righe in A e B 

b) scambio delle colonne in A 

3) Memorizzazione della colonna k- esima di A in un vettore CS: 

CS(I) = aik 
CS(K) = O 

(i= 1, ... ,k - 1,k + 1, ... ,n) 

4) Modifica della colonna k-esima di A tramite la trasformazione aik = O;k 

( oik = 1 se i= k; oik =o se i f k) 

5) Trasformazione della riga k- esima di A e di B mediante la divisione per PV 

6) Modifica delle restanti righe di A e B mediante la trasformazione: 

(j = 1, ... ,k -1,k + 1, ... ,n). 

Alla fine dell'ultimo passaggio (k = n) bisogna riordinare le matrici A e B tenendo 
conto delle permutazioni effettuate tra le righe e le colonne (vedi punto 2). Per otte
nere ciò si può operare nel modo seguente: 

7) Scambio ordinato de!le righe di A e B 

rn rpc (N) 
rn-1 rpc(N - 1) 

r, 

8) Scambio ordinato delle colonne di A: 

Cn CPL(N) 

Cn-1 +---> CPL(N-1) 

c, 
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3 - DIAGRAMMA 
A BLOCCHI 

r'IM Il~ l~11 N1) 

PC.(1114),Pl(N 
C~(l\/1) 

j7 ntroduzione delle dimensioni -------ri A(N, N) e B(N, M) 

______ ~:~troduzione della matrice A 

AA(I, J) (I, J =O, 1, ... , N -1) 
, ' I • 

tntroduzione matrice B 

- - - - - - n BB(I, J) (I : O, 1, ... , N1) 
(J - O, 1, ... , M1) 

99 



Eampa 
- - - - - all'inversa 

A (memorizzata in AA) 

ntampa della matrice 
- - - - oluzione X = A-1 8 

memorizzata in 88) 

DET 
fstampa del valore ----tel determinante di A 

!==(NE 
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PV:.Al\(1<, IC) 

i--.,..--1 r"' .,,_ io; 
J'K=K 
PA'/: I NI 

PV: 1'11\ (.t, :r) 
PAv :. I P\I) L-_:..,__,, 
.Cl<~ '.t. 
;r l< "-:r 

PL (~) .:J:I( 

f subroutine per il calcolo di 
- - - - - - lAA-1, AA-1, BB e determinante di RA 

_____ fs1 M1 -= 1, non è definita 

~a matrice BB 

______ rK =_indice del passo 

l_:k - O, 1, ... , N1) 

N 
:r::.:r+-1 

N 

JMemorizzazione della 
- - - - - tosizione del K - esimo pivot 
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matric=t 
non invertibilj 

102 

__ Jse I K = K non è necessario to scambio tra le righe 

- - _ rnon esiste 
~B se M1 = - 1 



o 

Se JK = ~ 
lo scambio delle - - -

colonne non è necessario 

N 
r: 1+-t---c 

fmemorizzazione della colonna K di AA in 
- - - - CS(I) e azzeramento 

della stessa colonna di AA 
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----f '"" ' ''""'"''""" 
c:ldealttt - - - - punto 6 dell'algoritmo 
twfollli~o~f t 
ri.ghe di..AA 

N 
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N 

'7 
- _ - ______ -rcambio delle righ.e di AA e BB ---L...--. (punto 7 dell'algoritmo) 

I:=. N1. 

Scarabio t1-a IP 
rijhE' .f1 ~ 

=-epccr) 6.AA 

_ft:o scambio non è necessario --- -re I= PC(I) 
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- - - - - - - di AA tcambio delle colonne 

:! = t.J1 

s 

Sc.arn'bio tl"à(f 
colonne C:r e 
CPL(~) di ~B 

s 

RETURN 

Punto 8 dell'algoritmo) 

_ JLo scambio non è necessario te J = PL(J) 



4 - PROGRAMMA 

2 
3 
4 
5 
6 
7 
8 
9 
1.0 
u 
1.2 
13 
14 
1.5 
1.6 
1.7 
18 
19 
20 
100 
l.l o 
120 
130 
1.40 
1.50 
1.60 
170 
!.80 
1.90 
200 

REM 
REM 
REM 
REM 
REM 
REM 
REM 
REM 
REM 

RISOLUZIONE DELL'EQUAZIONE 
MATRICIALE AX=B, 

AUTORE: H • HAIJT 

DESCRIZIONE: 
IL PROGRAMMA PERMETTE DI RTSOLVERF l 'EQUAZIONE AX=B 
DOVE A E' UNA MATRICE IN,NI 
E B E' UNA MATRICE IN,MI 

IL PROGRAMMA CALCOLA 
- LA MATRffE SOLUZIONE X 
- L'INVERSA fil A 
- IL DETERMINANTE DI A 

SE M=O,SI CALCOLA SOLO I.A MATRICE INVERSA E 
IL DETERMINANTE DI A 

REM 
REM 
REM 
REM 
REM 
REM 
REM 
REM 
REM 
REM 
REM 

************************************************* 

REM 
REM 
REM 
HOMF 
F·RINT 
PRINT 
PRINT 
PRINT 

REGOLE D'USO 

TABI 8ll"RISOLl.IZIONE DELL'EQUAZIONF' 
TABI 11ll'MATRICIALE AX=B' 

: F'RINT TABI 20) 1 'l\llTORF H.HAUT" 

PRINT • t. H. 
PRINT " 
PRINT " 

PROGRAMMA RISOLVE L'EQUAZIONE AX=B 
A= MATRI<.E (N,NI' 
B = MATRICE (N,MI 

LA MATRICE SOLUZIONE X 
RSA E IL DETERMINANTE DI A' 

OVE' 

E CALCOLAI 
L'JNVE 

21.0 PRINT ' SE M=O,SI CALCOLA SOi.O LA MATRICE INVERSA ED IL DETERM 
INANTE DI A' 

220 PRINT 
230 PRINT '2.INSERIRE POI I VALORI DI N E M' 
240 PRINT 
250 PRINT '3,IN SEGUITO INTRODURRE UNA DOPO L'ALTRA LE COLONNE D 

ELLE MATRirI A E B' 
260 VTAB 12311 PRINT 'PREMERE I.IN TASTO PER roNTINUARE'I GET AS 
270 HOME 
?80 REM 
290 REM GESTIONE DEI DATI IN TNPl.IT 
300 REM 
310 PRINT 'DIMENSIONE DELLE MATRICI AIN,Nl E BCN,Ml" 
320 INPUT • N=" IN 
330 INPl.IT M= • I M 
340 N1 = N - t:Mt = M - 1. 
3:'!0 REM 
360 REM ISTRUZIONI DI DIMENSIONAMENTO 
370 REM 
380 DIM AAIN1,N1.l,PrcN1),PLIN1J,CSIN11 
390 IE M = O THEN GOTO 410 
400 DIM BBCN1,M11 
41.0 REM 
420 REM ACQUISIZTONE NUOVI DATI 
430 REM 
440 REM 
450 REM INSERIMENTO DFlLA MATRirE A 
460 REM 
470 F·RINT 
480 EOR I = O TO N! 
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490 
~00 

51.0 
5?0 
530 
540 
550 
5b0 
570 
580 
590 
bOO 
610 
620 
f.30 
640 
650 
660 
670 
680 
690 
700 
710 
720 
730 
740 
7!=;0 

760 
770 
780 
790 
800 
810 
820 
830 
840 
850 
860 
870 
880 
890 
900 
910 
920 
930 
940 
950 
960 
970 
980 
990 
l.000 
l.010 
l.020 
1030 
1040 
1050 
1060 
1070 
2000 

F'RINT •r,moNNA •;I+ 1;· DI A •• 
FOR .J : O TO Nl 
HTAB (5)l INPllT Ar".l,J) 
NFXT ,I 
PRINT 
NFXT T 
RFM 
RFM FVENTllAI F TNSERIMFNTO DF:I I A MATRICE B 
REM 
TF M : o THEN GOTO 670 
HOME 
FOR I : O TO Ml 
PRTNT 'COI ONNA ';I + 1:' [IJ B 
FOR .J : O Tn Nl 
HTAB < 5 l I INPUT BB Cl, Il 
NEXT ..J 
PRINT 
NEXT I 
REM 
REM 
RF.M 
GOSUB 
REM 
REM 
REM 
f:ALL 
RFM 
REM 
REM 
FOR I 
HOME 
PRINT 
FOR J 

CHIAMATA DEI SOTHlF'ROGRl\MMI\ 

2000 

GESTIONE DEI RISULTATI 

- 1.98: REM SEGNALF SONORO 

STAMPA DELLA MATRICE INVERSA DI A 

: O TO N1 

'COLONNA ';I + 1;• DELL'INVERSA DI Al' 
: O TO N1 

HTAB (5)l PRINT AA<J,I) 
NEXT .J 
PRINT 
PRINT 'PREMERE RETURN PER CONTINllARE' 
GET A$ 
IF ASC <AS) 1.3 THEN GOTO 890 
GOTO 860 
NEXT I 
REM 
REM STAMPA DELLA MATRif:F X SF M>O 
RF.M 
FOR I = O Tn Mt 
IF M : O THFN GOTO 1050 
HOME 
PRINT 'CnLONNA ";I + t;• DELLA MATRICE SOLUZIONE X' 
FOR .J : O TO Nl 
HTAB (5)1 PRINT BB(.J,I) 
NEXT .J 

F'RINT : PRINT 'PREMERE RETURN PER roNTTNIJARE' 
GET AS 
IF ASC <A$l = 13 THEN GnTO 1040 
GOTO l O l.O 
NEXT T 
F'RINT : PRINT I PRINT 
PRINT 'IL DFTERMINANTE DI A: •;riET 
END 
REM ************************************************ 

201.0 REM 
?O?O RFM 
?030 RFM 
?040 REM 

SOTTOPROGRAMMA [l'JNVFRBTONF DI MATRICE E DT 
RISOl.UZIONE DELL'FGIJAZIONE MATRif:TA! E lii\ X = BB 

2050 r~FM 

20AO RF.M 
?070 RF.M 
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?080 RFM 
?090 RFM 
?100 RFM 
'.".11 O FffM 
?l?O RFM 
-:>1:>0 RFM 
?140 RFM 
?150 REM 
?lf>O RFM 
?170 REM 
?180 l';F.M 
2190 F;FM 
??00 REM 
2210 RFM 
2220 RFM 
?230 REM 
??40 REM 
??~O REM 

NFI I. 'F~l .. IA?TONF AA X e= BI<, 
l'\i\=MATRirF. N RTmw' N r.01 ONNF 
BB•=MATRirF N RTGHE,M COI ONNF 

?,Di\TT NFCESRARII 
I N=DTMFNRTONF DI /\A 
* M=Nl. IMERO nr crn .. ONNE rn !<f< 
I /\A MFMORI??ATA IN r~A<I ,.I) ( T ,.l=O,l.,,. ,N-U 
I BB MFMOF:I77ATA TN f<tl<l:,.ll <I=0,1, ... , -·1) 

(.I:=() ,.1,., , t,. -1) 

RF M=O , BB NON DFVF FSSFRF DFFINTTA 
IN nt.IFSTO Cr,SO RT CAI. COI. A ROLO 
L'INVFRSA DI A E IL SUO DETERMINANTE 

3, RTRUI .TATI FORNITI: 
I L'INVFF(SA IH /\I\ RITROVA TN /'\i\(J, .. ll 

<I,J=O,l,,,,,N-l) 
I H. frETERMINANTE DI AA=DET 
I SF·M E' DIVERSO DA 7FRO,I A MATRICE 

ROI UZIONF X ST TROVA TN l"<f<(J ,,I) 
??60 RFM CI=0,.1,..,t,.N-1) 
??70 REM < .. 1=0 ,1.,. . ., M-· 1 ) 
??80 REM 4.VARillBTI T l.ITIIIZ?ATFI 
2?90 RFM DET, I, U'., . .J,.JK.K,N,Nl ,M,Ml ,Plll',PV,TT 
2300 RFM '.'i 0 VFTTOF;T F Mi\TRTCT llTH T??r'ITT: 
2310 FffM r.so~-1.l,FT<N···ll,F'I (N-··1) 
?320 REM l\l\IN-1.,N-1),BBIN-l,M-l) 
Tno REM f;F M=•O,BF< NO~J VIFNF UTTI TZ?ATI\ 

?340 RFM ************************************************ 
?350 RFM TNT/Iill IZ?l\?IONF PFR I A rncE:F(r.A 
2360 Nl = N - l!Ml. = M - 1 
2370 DFT = t: RFM INI7Il\LI77117IONF DFI. DETERMINANTF 
2380 RFM K=INDICF DFI PASSAGATO FFFFTTUATO 
2390 FOR K = O TO Nl 
2400 RF.M 
2410 REM Rir.F.RCI\ DEL PIVOT 
24?0 RF.M 
2430 PV = l\A(K,K) 
2440 TK = K:JK = K 
2450 PllV = ABS (PV) 
2470 FOR I = K TO NI 
?480 FOR .. 1 = K Tfl Nl 
2490 TF Af<S (1\1\(T,.lll F'l\V THFN PV 1\1\<I,.ll:PllV l\BR (F'V)ITK I:JK 

.I 

?500 NEXT ..J 
2510 NEXT I 
25?0 REM Rir.FRCA IH..THJl\Tll, TL F'IVOT E' F'V NFLI. I'\ POST?IONF T=IK,.l=.JK 
2530 F'C(K) = .JK:!PLIK) = IK: RFM MFMORI??A?IONF. PELLI\ F'OR.T?IONE DEI. PIVOT 

?540 REM 
2550 REM CA!COl.O r<FL DETFRMINANTF 
?560 REM 

IF TK K THFN nFT DFT 
IE ..JK K THEN DET = - frET 

DET = flFT I PV 
REM 

2~70 
2580 
2590 
?600 
2610 REM RE Il r<ETFRMINl\Nff F' l.IAlll\l..F il 7FRn ! .. il Ml\TRTrE NON F'INVERTIBT-

2620 
2630 
?640 

2660 
2670 
2680 

LE 
REM INVIO DI UN MERRllGAIO DI ERRORE 
RFM 
TE rir-·T = o THEN HOME : CAI I ... 198: PF;TNT • TI rn lTF<MTNilNTF f: .• Niii I n 

: NESSUNA SOl.ll7TOIJF' ! E~Jrl 

RFM 
REM POSIZIONAMENTO DEL PIVOT IN K,K 
REM 
IF IK = K THF.N GOTO 2870: REM TI. PIVOT E' G1A' SULl.A ATUSTA RIGA 

2690 REM 
SCAMBIO DELLE RIAHF TK ~ K DI AA 2700 REM 
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271.0 
2720 
2730 
2740 
2750 
2760 
2770 
2780 
?790 
2800 
281.0 
2820 
2830 
2840 
2850 
2860 
2870 

2880 
2890 
2900 
2910 
2920 
?930 
2940 
~9~.iO 

2960 
2970 
2980 
2990 
3000 
3010 
3020 
3030 
3040 
3050 
3060 
3070 
3080 
3090 
•J.OO 
31.10 
3120 
31.30 
3140 
3150 
31f.0 
3170 
:ll.80 
31.90 
3200 
3210 
32?0 
3230 
3240 
:1250 
32f.O 
3270 
3280 
3290 
3300 
331.0 

REM 
FOR I = O TO Nl. 

TT = 1\1\CIK,I) 
111\(IK,I) = 1\1\CK,I) 
111\CK,Il = TT 

NEXT I 
RFM 
REM SCAMBIO TIFl.1 E RlGHF IK E K DI BB 
RFM 
IF Ml - 1 THEN GOTO 2870 
FOR I = O TO Ml 

TT = BBCIK,1' 
BBCIK,Il = BBCK,I) 
BB(K,Il = TT 

NEXT I 
REM 
IF . .JK = K l'HEN GOTO 3030: REM IL F'IVOT E' GII\' SlJL..LI\ GIUSTI\ COLON-

NA 
REM 
REM SCAMBIO flEL..LF COLONNE .J!~ E K DI AA 
RFM 
FOR = O TO Nl. 

TT = lii\ ( I , .JK) 
111\<T,.IKJ = 111\CT,Kl 
111\CI,Kl = TT 

NEXT I 
RFM 
REM IL.. F'IVOT E' F'OSIZIONl\TO TN K,K 
REM 
RFM 
REM MEMORIZZAZIONE TIFlll\ CITT.ONNI\ K DI lii\ NEL.. VETTORE es 
REM E 1177ERl\MFN1'0 flELLI\ STESSI\ 
REM 
FOR I = O TO Nl. 

es <I > = 1111 n: , K 1 
111\<I ,K) = O 

NEXT I 
RFM 

CS<K> O:l\ll(K,K) = 1 
RFM 
REM 
RFM MODIFICA DFLl..11 RTGA K TIT l\f't 
RFM 
FOR I = O TO Nl. 

1\1\(K,I) = 1\1\(K,Il I F'V 
NEXT I 
REM 
REM MODIFICA DF! ... l..A RJGf't K DI BB rnANNE CHE SE M=O 
REM 
IF Ml - 1 THEN GOTO 3260 
FOR I = O TO Ml. 

BBCK,Tl = BBCK,Il I PV 
NEXT I 
RFM 
REM MODIFICA DEI.LE Al.TRE RIGHE TII l\A 
REM 
FOR .! = (l TO Nl 
IF J = K THFN GOTO 3440: REM NON SI MODTFICI\ LII RIGA K 
REM 
REM 
REM 

MODIFICA DELl.11 RIGA J DT Al\ 

FOR I = O TO N1. 
3320 AACJ,Il = l\A(J,TI - CS(JJ ~ AA<K,Tl 
3330 NFXT T 
3340 REM 
3350 REM MODIFICA DEL!.. A RIGA . ! !II BB 
3360 REM 
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3370 
3380 
3390 
3400 
.. ,41 o 
:->;4?0 
::~4:,10 

·~440 

~.z:4!:·;0 

~41~0 

:~4·:1 0 

:'4RO 

IF M1 = - 1 THEN GOTO ::;440 
FOR I = O TO Ml 

BB<J,IJ = BB<J,!) - CS(J) * BB<K,Il 
NEXT I 
F~FM 

RFM I I\ F'TGr'I .I F' MflBTFTl'~l\TI\ 

PFM 
NFXT .I 
F:FM 
F~Fi•t 1:· ,. t-.1 .. :· nr~·1 p.,~qc;n 1·· 

RFM 
NF~'T K 

:_'<\491) l~FM 

:-Z:!:i<~O 1:~:FM I A MATrHr~r.· F' TN\!FRTTT·~ 

~i;~::; 1 O F~FM 

:·.z;i::i?O r~FM RTORTITNAMFNTO TIFI I A Ml\TRTCE 
:·.i: 1~i:'.Z:(., l~rM 

·.z;i::i40 1:~FM 

~550 RFM RrAMRTn DFL.L.F RTGHF 
'."Jl!=iAn F1FM 

:Z:570 FOR T = Nl TO O RTFP - 1 
:'!580 TI~ = F'C (I) 

:::590 TF JK • T THFN GOTO :Z:ROO 
:Z:AOO RFM 
'A10 fffM <:;r.l\MffTn flFl.I F RTGHF T F PC<Il flT 1\1\ 
'.-16?0 RFM 
3A'IO FOR .) = O TO N1 
3640 TT a 1\1\(T,JI 
:·~A5o 1\1\<J,,JI = /\A(rn, I) 

'.~,1,AO 1\1\<Ji<, I) = TT 
:~A70 NFXT .. 1 
:~ARCJ RFM 
'.'1A90 RFM SCl\MBin nEI .1 E RTGHF r F PC <I) flT BB 
'1700 RFM 
3710 IF Mt - l TMFN GOTO :::s:ioo 
37?0 FOR .) O TO Mt 
'7'o TT = T<B<T,JI 
'1740 f<'R(J,.)) = RB(TK, Il 

3750 BFH TK, .. 1) = TT 
'17AO NFXT .. 1 
3770 RFM 
'.'17RO RFM r.AMBTO f!Fl.I I\ RTGI\ RllCrFRRTlJ/\ 
'1790 RFM 
3ROCJ NFXT 
3810 RFM 
38?0 RFM SCl\MBTO TRII I.E r.01 ONNE DT /\A 
:::!'no RFM 
'IR40 FOR I =' N1 TO o RTFP - 1 
'.:1850 .JK = 1:•1. LII 
3RAO T F . Il< = . I THEN GOTO :ii9f,o: RFM 
3870 REM 
3880 
;il890 
3900 
;il910 
3920 
39;;0 
'1940 
39!';0 
'19AO 
:"197() 
··~981) 

:~990 

4000 

RFM RCl\MBTO nFl.1 F r.n1 ONNF .1 F PI. <..I) rn 1\1\ 
RFM 
FOR = o TO N1 

TT = 1\1\C I ,,.Il 
1\1\(J, .. ll =' Al\<T,.JKI 
1\1\0,.JKI = TT 

NFXl' T 
REM CAMlnn [IFI !.A r.n: ONNA RFGllFNTF 
NFXT .I 

RFM 
F~FM r~IORnTNAMFNTO r.nNr.1 llRO 
REM 
RFTllRN 
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5 - ESEMPIO PRATICO 

Si voglia risolvere l'equazione matriciale AX = B ove le matrici A (di dimensioni 
6,6; N 6) e B (1 colonna; M .~ 1) sono date da: 

o o o o 1 1 
o o o -1 o 

A ,= o o 1 eB 1 
-1 o -1 o 

1 -1 1 1 
-1 -1 -1 o 

Il programma fornisce la matrice inversa A-1, la matrice soluzione X ed il 
determinante di A 

F~l.JN 

RISOLU7InNF. flF.L.L 'FQIJl'l:ZIONF 
Ml\TRICil\LF l\X,,,F< 

1\1. ITDRF H, HAUT 

t.IL PRDGRl\MMI\ RISOLVE L'EQUl\:ZIDNF AX=F< 
n~'F 

I\ = Ml\TRICF CN,Nl 
F< = MATRICF IN,Ml 

F ClìL cm.lì: 
LA MlìTRICF SOi. U:ZIONE X 
I..' INVERSA E TL. flFTF.RMINlìNTE flI lì 

SE M,=0, SI Cr" r,m rì ''H1L n LI\ MATRICE 
INVERSA Ffl IL DFTFRMINlìNTE DI I\ 

?.INSFFnRf' POT T l)lìl rnn [IJ N F M 

3.IN SFGUITO INTRODURRF UNlì DOPO 
I '1\1.TF:.~ I F cn1 ONNE flFLLF MATRICI I\ F F< 

PRFMFFff !.IN Tl\STO r.:·FR CONTINUlìRF 
DIMnlSIONF flFLl.F. Ml\TF;ffT lì<N,N) F F<IN,Ml 

N=é> 
M=1 

cm.DNNI\ 1 DT lì 
·e 1 

?[ 

?·-·1 

?1 
?-l 
?1 

COl.ONNlì ? IfT lì 
?0 
?J. 
?J. 
? ·1 
?1 
?-.. l 
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r:n1.. ONNI\ 3 fl T I\ 
'>O 
'>O 
'>1 
'?j 

'?-·1 

'>l 

r.01 .ONNI\ 4 fil I\ 
'?("I 

'>O 
?() 

'>1. 
'>1 
'?-!. 

r.Ol..ONNI\ ~ D T I\ 
'>O 
'>O 
'>O 
'>O 
'?]. 

'>1 

r.01 nNNI\ I, fil I\ 
'>l 
?-1. 
'?j 

'?-1 

'>1 
'?-1 

r.nt.nNNI\ l flT "ff 
'>1. 
'>O 
'>1 
?O 
'>1 
?() 

COLONNI\ l flFl.L'INUFRSl'I DI 11: 
,5 
o 
o 
o 
o 

PRF.MF.:RF RF.:TtJRN PFR r.nNTTNUl\RF 
r.OLONNI\ ? flFl...1.' 1NVF.:RS'°' flJ '°' l 

.:?5 

o 
o 
o 

PREMFRF RF.:TURN PER r.nNTT NIJAPF 
COL.ONN'°' 3 DELL'INVERSA DT A: 

-.:1.25 

o 
o 
~ :1.?~ 
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PRFMFRF RFTllRN PFR rnNTTNlll\RI~ 

rOIONNI\ 4 DFl.L'INVFRSr'I DT r'll 
,OA?5 
-+1.25 

")e +,;_,_, 
e 

t· .. .' 

o 
-· t 0~2:=i 

PRFMFRF RFTURN PFR roNTTN/lr'IRF 
COI .nNNi'I C. f/FL I 'TNVFRSl'I DI A: 

-.03l?C. 
.062~.i 

- t :l.~5 

t 2~.i 

.03127" 

F'RFMFRF RFT/IRN PFR rnNTT Nllr'RF 
CnLONNi'I 6 flFI I 'TNVFW=ll\ DT !\; 

.03l.25 
--.o . ..;?~i 
t :1.25 

.5 
-·.031.25 

PRFMFRF RFTURN PFR CnNTJNUi'IRF 
cm ONNl'I l DFl..l ... A Mi'ITRTrF sn1 ... U?TONF X 

.~4~7:=i 

+3125 
,~75 

+?:=:i 
.5 

F'RFMFRF RFTl.mN PFR CONTI Nl. lf\RF 

TI DFTFRMTNl'INTF rn A= ·-32 

tempo d'esecuzione: 9" 
memoria richiesta: 7249 bytes (senza REM 2484). 
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PROGRAMMA NUMERO 1 O 

AUTOVALORI ED AUTOVETTORI 
DI UNA MATRICE REALE SIMMETRICA 

Questo programma realizza la "diagonalizzazione" di una matrice reale simmetri
ca con il metodo iterativo di Jacobi. 

11 calcolo viene arrestato o quando si è raggiunta la precisione richiesta o quando 
si è raggiunto il numero massimo di iterazioni (tale numero viene definito dall'utente 
all'inizio del programma). 

1 - METODO NUMERICO 

Sia A = (a;j) la matrice reale simmetrica di ordine n da diagonalizzare. È noto che 
una tale 'matrice ammette degli autovalori e degli autovettori reali e che esiste una 
matrice ortogonale U che la diagonalizza, vale a dire che (posto ur uguale alla 
matrice trasposta di U) soddisfa alla seguente condizione: 

uT A U O 

I valori µ; rappresentano gli autovalori di A mentre gli autovettori corrispondenti 
sono dati dalle colonne della matrice U. 
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Dato che una trasformazione ortogonale conserva la norma della matrice (la nor
ma è la somma dei quadrati di tutti gli elementi) si dovrà avere, dopo la diagonalizza

zione: 

I:µ? 
j I 

I: a~. 
i,j IJ 

Il principio su cui si basa il metodo Jacobi consiste nel considerare U come pro
dotto di rotazioni elementari. 

Esprimendo la trasformazione U nella forma: 

si effettuano le trasformazioni U; 

A'= ..... u1 u~ UT A u, u2 U3 ..... 

finchè la somma dei quadrati degli elementi diagonali di A' non approssima, con la 
precisione voluta, la norma di A. 

Ricordiamo che una rotazione elementare U, si rappresenta nel modo seguente: 

LJ(ij) 
r o 

'1 
c 

o o 
s 

o 
-s· ... e 1 

o i o i ... 
. . 1 
I J 

con c = cos( a ) e s = sin( a) 

La trasformazione 

A'= LJ(ij)T A LJ(ij) 

--

opera sugli 'elementi di A le seguenti variazioni: 

(1) a';k = c a;k + s aik 
(2) a';k = c a;k - s a;k 

a'k; = a';k 

a'ki = a'ik 

(kf i,j) 

(kf i,j) 
(k f i,j) 
(kf i,j) 



(3) a';; = c2 aii + 2sc aii + s2 aii 

(4) a'ii ~ s2 a;; - 2sc a;i + c 2 aii 

(5) a'ij 0= a'ji = (c2 - s2 ) a;j +es (ajj - a;;) 

Gli altri elementi rimangono inalterati. 

La somma dei quadrati degli elementi posti sulla diagonale principale viene modifi

cata eseguendo la sostituzione: 

Si sceglie allora l'angolo e in modo da rendere nullo a';i e si procede così 

nell'iterazione fino a giungere alla diagonalizzazione di A. 

I valori dì cos ( 8 ) e sin ( 8 ) possono essere calcolati secondo la seguente legge: 

(6) c=cos(8)= '-2
1 (1 + q ) 

" p2 + q2 

(7) s = sin ( e ) 

ove: q = I b I 
p = 2ba;/I b I 
b = a;;-aii 

Se b =O si ha: 

e= 1/ V2 ed s = sgn(a;i)/ 'J2 

p 

Riferimenti bibliografici: A2, 81, C4, 01, J1, L 1, L2, S3. 

2 - TECNICA DI PROGRAMMAZIONE 

L'algoritmo può essere scomposto in quattro passi successivi: 

1) Ad ogni iterazione sì ricerca, tra gli elementi non disposti sulla diagonale principa

le, quello avente valore assoluto maggiore. 

2) Sì calcolano i parametri della rotazione U <ii) che permette di azzerare tale 

elemento [formule (6) e (7)]. 
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3) Si effettua su A la trasformazione U (iil T AU(iil (cfr. formule da (1) a (5)) e si realizza 
la U con UU(ii). 

4) Si termina l'iterazione quando si è ottenuta la precisione voluta. 

11 programma è concepito in modo da permettere all'utente di definire un estremo 
superiore per il numero di iterazioni. Se dopo un tale numero di iterazioni non si è an
cora ottenuto il risultato con la precisione voluta, si può richiedere di effettuare un 
numero di iterazioni supplementari. 

Le principali variabili utilizzate nel programma sono: 

A(i.il matrice reale simmetrica di ordine N 
ER precisione desiderata 
NA norma di A 
N D somma dei quadrati degli elementi della diagonale principale; l'iterazione ha 

termine quando J 1 - NA/ND I < ER 
IM numero massimo di iterazioni volute 
U!i.il matrice di diagonalizzazione, inizializzata con la matrice unità. 

Alla fine del programma gli autovalori sono dati da: 

µ;=A(i,i) (i=0,1,. .. ,N - 1) 

e gli autovettori corrispondenti da: 

V;=[U(O,i),U(1,i),. . .,U(N - 1,i)] (i = O, 1, .. ., N - 1) 
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3 - DIAGRAMMA A BLOCCHI 

INIZIO 

N:::. N--1 
DI M A(rJ, 111) 

U(W,N) 

ACr, ~) 
:t = CO,-t,. ·;,h' 
3':: ;, ", ... , .I. 

. 
FIWE 

______ -Érdine della 
matrice 

~lamenti di A: 
essendo A simmetrica 

- - - - - - - bastano i primi I elementi 
per la riga I - esima 

----f '"''''"" ,,,.,,., .. 
- - - - - - -r"mern ma .. lmo di ,..,.,,'", 

_ _ _ _ __ Istampa degli autovalori 

~ autovettori 
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IT = <{J 

t/0 = "' 
ST = 

___ __, ____ .... V (I,l) :-1. 

:r = ::r +-1 

---r=I+'1 

.. 
l'ID,. NO+ A(I,Il 

ST: ST-t
A (r,J" l.L 

v<r;:r):t/> 
U (J',Il-=IJI 

~nizializzazione di U ----l calcolo di ND 

s 

__ [calcolo di NA: 

LNA = ND + 2 ST 



lniziol 
dell'iterazionej • -

N 

S. ST::z IAtr,111 
~-~--w:r.=:c 

ll=r = :r 

{
Calcolo dei parametri 

e c e s della rotaziÒne 
S - - - - - che annulla l'elemento 

NI, NJ 

_____ Jaggiornamento della 

lmatrice 
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~rasformazione degli elementi 
- - - - - - - - - diagonali o sopra la diagonale 

della matrice A 

A (li/I, IC') f rasformazioni (1) e (2): 
A (tJJ',K) _ _ _ _ _ _ e tre tappe: 
K'/=llll.,rJ'7 a) K=O, .. .,Nl-1 seNlfO 

b) K = N I + 1, .. ., NJ - 1 se NJ f N I + 1 
c)K=NJ+1, .. .,N seNJ=N 

- - - - - -{calcolo di ND 

A (NI.1 f'/:t) - - - - - - -~rasformazione (3) 

A {~J', lllJ') - - - - - -[rasformazione (4) 

l\(tll.1tJ:r):4 - - - - - ~rasformazione (5) 

IT.,. 1T +1. f, 
~~1~ _*I -----1R: precisione ottenuta 

~i procede ad 
- - - - - - una nuova 

terazione 



_ _ _ _ _ _ recisione ~tampa della 

5 Ric~ic::.t~ 
i.te~az.ioni 
5u~lletn~e 

_____ frrasmissione numero iterazioni 
l:pplementari richieste 

aggiunta 

123 



4 - PROGRAMMA 

REM CALCOLO DEGLI AUTOVAL.ORI E AUTOVETTORI 
2 REM DI llNA MATRICE REAi E SIMMETRICA 
4 REM 
5 REM AUTORE! H. HA! IT 
6 RFM 
7 REM 
8 REM DESCRIZIONE: 
9 RFM nl.IFSTO PROGRAMM,., 1.ITTl.TZZ!'i Il MF"TODO TTERATTVO 
10 RFM DI .!Al.Or<! PER Cl'll. cm .. ARF GI. T A!.ITOVAl..ORI F GU 
1.l. RF.M AUTOVETTORI DI llNA MATRICE RFAl..F,SlMMFTRir.!'i 
1? RFM CON 1..A PRFCTSIONE VOI !ITA E !'ISSEGNANDO IJN 
13 REM NUMERO M!'ISSTMO DT TTF"RAZTONT 
14 REM 

15 REM **************************************************** 
16 REM 
1.7 RFM 
100 RF.M 
U. O REM REGOl..E D' !ISO 
1?0 RFM 
130 HOME 
1.40 PRINT TAF.<< 5); 'CAl .. r.OL .. O DEGLI AllTOVAl..ORT E DF.Gl..I' 
150 PRINT Tl'IF.<( 5)!'AllTOVFTTORT DINA M!'ITRir.E ' 
160 PRINT TABI tll!'REAI E SIMMETRICA. ' 
170 PRINT TAF.<( 6ll'<MFTODO ITERATTVO DI JACOBTJ': PRINT 
t 80 PRTNT : PRINT TAE< < 24 l; 'Al. ITORE ! H, HAUT' 
190 PRTNT 
?00 PRINT 'I!llSERIRF I SEGl.IENTT JtATT:' 
210 PRINT ' 1.L'ORDTNE DF.LLl'I MATRICE'! PRINT 
2?0 PRINT ' 2, LE COLONNE !.INA DOPO I.' ALTRA (LA MATRICE E' SIMM 

ETRTCA E OUTNDT SONh NECESSARI SOL.O I PRIMI TERMINT DI OGNI 
GOl.ONNAl' 

?30 PRINT 
240 PRINT ' 3.1.A PRECISIONE VOLUTA' 
250 PRTNT 
260 PRINT ' 4.TL NUMERO MASSIMO DI ITERAZIONI' 
270 VTAR I 22): PRINT 'PREMERE I.IN TASTO PER PROSEGl .. IIRE ': GET A$ 
280 HOME 
290 RFM 
300 REM GESTIONE flEI flATI IN TNPllT 
310 RF.M 
320 PRINT ! INPUT 'ORDINE DEI.I.A Mr'ITRTr.E='' IN 
330 N = N - 1 
340 REM 
350 REM TSTR!.IZIONT DI nIMEM!'lIONAMFNTO 
360 RFM 
370 DIM AIN,Nl,U!N,NI 
380 RFM 
390 REM PROSEC!J?IONE INBFRTMENTO flATI 
400 REM 
410 FOR I = O TO N 
420 PRINT : PRINT 
430 PRINT 'I 'lI + 1;• PRIMI TERMINI DELl..A COLONNA •;r + 1: PRINT 'SONO:· 

440 EOR , I =, O TO I 
450 HTAF< ( 6 l ! INP!IT A (.J, U 
460 NEXT .I 
470 NF.XT I 
480 PRTNT : PRTNT : PRINT 
490 TNPUT 'I.A PRECT!'lIONE VOI !.ITA=' IER 
500 PRTNT : PRTNT 
51 O T NPIJT ' IL NUMERO MASS HllJ TI' ITFRA lI ON I=' ;I M 
520 RFM 
530 REM CHIAMATA DEL SOTTOPROGRAMMA 
!.'i40 RFM 
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~i~in nn~1 _rn 1 ooo 
''<AO rr'll I -- l9R 
~70 F~FH 

!';80 F;FM GFRTinNF. frFT RJSll! TATT 
:090 RFM 
600 HnMF 
610 FnR J = o Tn N 
6?0 PRINT I PRTNT 
A30 F'RTNT '1\1.IT[lU!\l[lRF ';I+ ll' = '!f\(l.Tll PRTNT 
640 PRINT 'AUTnVFTTORF rnRRTSPnNnFNTFI' 
l'~;o FOR .. 1 = o Tn N 
,<,,<,O HT!\F< C?Ol: F'RTNT llC ,1, Il 
A70 NFXT I 
680 PRTNT I F'RINT 'F'RFè1FRE RFT!.IRN F'FR rmHTNl.11\RF' 
690 GFT 1\$ 
700 IF !\RC (I\$) 13 THFN GnTO 690 
710 NFXT 
7?0 

1.000 
1.010 
1.0?0 
1.030 
1.040 
1.050 
1.060 
1.070 
1.080 
1.090 
1.100 
1110 
11. ?O 
1.1.30 
1.1.40 
1.t~O 

11. l'-0 
.1170 
1.1.30 
1190 
1.?00 
1?10 
l??O 
1?30 
1?40 
t?50 

ENfr 
REM 
REM 
REM 
RFM 
FffM 
REM 
RFM 
RFM 
RFM 
RFM 
RFM 
RFM 
RFM 
RFM 
RFM 
RFM 
RFM 
RFM 
RFM 
REM 
RFM 
RFM 
REM 
RFM 
F:FM 
RFM 

l'.''60 RFM 
1?70 RFM 
1.?80 RFM 
1?90 RFM 
1300 IT 
l310 NA 

o 
o 

1.3?0 Nfr =• O 
l3~0 ST o 
1340 RFM 
:1350 RFM 
13AO RFM 
1370 FnR 

********************************************* 
SOTTnF'ROGRAMMA PER IL !"'.AL!"'.OLO DEGLI l\UTOUAl.ORI 
Efr l\UTOUFTTORT frl UNI\ MATRirF SIMMETRICI\ RFAI F 
!"'.ON TI MFTorrn ITEF:r'ITIUO rrI .lf\f'.nF<T 

REGOL.F F·FF~ I .. , 1 .. ISn DEL SOTTnPRnGF~!\MMA 

1,frt\TT NFrFRRARTI * LA MATRTrF T<r'I T<TAr•ON•~! T77ARF MFMnRT771\TA TtJ 
lilI,.11 <T, . .J•=o,1,,,,,Nl 

* N CHE frFFINISCF I 'nRDINF rrr--1 !..li MATRirE 
( N= nRrrTNF - 1 r r) * FR=F'RFrTSJnNE uni llT<'! * TM=NllMFRn M<'!SRTMn DT TTFRli?FrNT 

? , RTSl.ILTliTT FORNITI: 
* li(I,II T<<'!' l .. 'T-F'>Hln <'!1.IT[llJli!.nRF 

CJ=ll,1,. .. ,Nl * L' I-FSTMO AllTOUFTTnRF E' I.A I-·FSTMA 
rnLONNA DELLA MliTRTCF lii 

( U (O, T) , 1 .. 1 ( 1 , T l , ••• , 11 e N, Il l 
I ::::O!" 1 ,. • ~ • !' N 

3-Ul\RI!\F<TI T 1.ITII T771iTE: 
li$,F<,r,ER, I' IM,.J,K:,N,NA,Nrr,NT ,N ... 1 
F',PR,Q,S,ST,TF 

4,Ml\TRICI 1.ITH 1771\TFI 
lio-1,Nl,U(N,NI 

INOTAI N=ORDINE-11 

********************************************* 
INI7Il\I I7Zli7JONF 

rlil rnl..O DI Nfr,NI\ F INI?Ilil I771'17TONF DFI. I.I\ Ml'ITRTCF Il 

= o rn N 
1 380 11 (I, I) = 1 
1390 ND = Nrr + 1111,11 A ? 
1.400 JE I = N THEN GOTO 1470 
1410 EOR J = I + 1 TO N 
14?0 ST = ST + I\ q' I) A ? I RFM <>nMM<'! TRMJSTTnRU1 f<FT QI 11\T<R•ìTT T<FG! T FI F··· 

MFNTI FSTFF;NI l\llA T<Tl\GnNM 1° 
1430 U<I ,.I) = 011.1(.1, Il =• O 
1.440 NFXT .I 
1450 NFXT I 
1460 RFM 
1470 NI\ = NT< + ? li< ST 
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1480 RFM 
1.490 F;FM RTrFRrA !H''I I 'FI nlF!'JTn (!'JnN SllU A llTl'IGn!'Ji'll F) M•V•rnnm: TN Vi'll nRF 

11ssn1 11rn 
1. ~.;oo F<FM 
1510ST=O 
1."!?0 FnR T = O TO N - 1 
1 ')'IO l~OR ... 1 = T ·~ l Tn N 
1540 TF = l'IRS (l\IJ,Jll 
1550 TF TF ST THFN ST 
1 •;f.o NFXT . I 
1570 NFXT I 
1.580 Rnl 

T :N.1 "' . I 

1 "!90 RFM L' FI FMF!'JTn f"'.FR['Alfl F' Hl NT, !'J .. 1 
1 f.00 RFM 
1 "'10 RFM f"'.1'11 rnl. o rwr F'ARl'l•IFTRI flFll "' pnTl'l'i'.JnNF 
1<'>?0 RFM 

1 A40 T F 1~ "' o THFN r "' 1 I SOR (?) : s " r * 
f"'.ASn PART1rn1 ARF rnN B=O 

1A~O n = 
16.'>0 ST = 

ABS nn !F' ? * A<NI ,N.ll * SG~J (fi) 

ROR IF' * F' t n * Ol 
1..'>70 r = SnR ((1. + n I STl I ?)!S 
1680 RFM 
1690 RFM 
1700 RFM 
1710 RFM 
1720 RFM 

f"'.Al.f"'.Ol.0 IIFl.I. A MATRJr:F IJ 

1730 FOR K = O TO N 
1740 ST = ll<K,Nil 
1750 U<K,Nll C * ST t S * UIK,NJI 
1760 UIK,NJl = r: * ll(K.,N.P ·- S * ST 
1.770 NFXT K 

F' I 12 * ST * f"'.l 

1780 RF.M 
1790 REM 
1.800 REM 

TRASFORMA7TONE DELLA MATRICE A 

TRASFnRMAZIONI 
TN TRE TAF'F'E l 

I 1 l E <?l flEL TF.STO 
J.810 KEM 
1820 REM 
1.830 REM 
lB40 REM 
1850 REM 
1.860 
1870 
1880 
1.890 
1900 
191.0 

REM 
RF.M 
REM 

1..K=O, .. .,NT-1. Sl'ILVO SF NI=O 
2.K=Nltl,,,,,NJ-1 Sl'llVO SF NJ=NI+1 
3.K=NJt1, ••. ,N SAI vn SF !'J . ..l=N 

F'RTMA TAF'F'A 
REM 
IF NI = O THEN GOTO 1960 
FOR K = O TO NI - 1 

1920 ST = AIK,Nil 
1930 A(K,NTl C * ST t S * l'l(K,NJl 
1.940 AIK,NJI = r: * f'llK,NJI - S * ST 

, 1. 950 NEXT K: 
1960 REM 
1970 REM SECONflA TAF'F'A 
1.980 RFM 
1.990 IF N,1 = <NI t 1.) THEN GOTO ?O"!O 
?000 FOR K = NI + 1 TO N ... 1 ·- 1 
2010 ST = AINI,Kl 
?020 l\(NJ,K:l C * ST + S * A(K,NJl 
2010 l'l(K,N . .Jl = C * AIK,N.ll -·· S * ST 
2040 NFXT K: 
2050 REM 
20<'>0 REM TFR?A Tl\F'F'A 
2070 REM 
2080 .IF NJ • ~ THEN GOTO ?1.70 
2090 EOR K = NJ + 1 TO N 
?100 ST = I\ NI,Kl 
2110 l'llNI,K r * ST t S * A(NJ,Kl 
?1.?0 l'l(N . .J,K = r * l'l<N .. 1,Kl -· S * ST 
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?no 
?140 
?:l.50 

? l "'° 
?170 
?180 

NEXT K 
REM 
REM (;l\LTOl .. n DI Nn 

REM 
Nfl = Nfl + ? * ll<NT,N.1) 

RFM 

/\, ? 

?190 RFM 
??00 RFM 

TRllSFnRMA7IONF l 3) fiFI TF:STO 

??10 ST = lllNT,NTI 

???O ... (NT ,NT) =' r· * " * ST + ~, * s * r * ,..{NT ,N.I\ +· s * s * l\(N.J,N .. 1\ 

??30 RFM 
2240 REM TRllSFnRMll?TnNF ( 4) DFI TESTO 

??!=iO RFM 
22AO A(N,1,N.J) = r * r * ll<NJ,N..11 + s * s * ST ·- ? * s * r * l\(NT,N . .ll 

2?70 RFM 
228(> REM TR,..SFnRMl\7IONF (C;) [IFI TFSTn 

??90 RFM 
2300 i'l<N1 ,N I\ = O 

?310 RFM 
23?0 TT = IT + ti RFM l\GGTORNllMFNTO flEL NUMFRO DI TTFRll710NT 

?330 F'R = M<S ( l ·- Nll I Nn): RFM rl\1. rOI n flFI L Il F'RFr.TSIONF 

?340 IF F'R ER THFN RFTl.IRN : RFM IL r111r.n1 o F, TERMINi'ITO rON 111 PRFrI-

s IONE VOLl.JT Il 
2350 IF IT < TM THEN GOTO l5l01 RFM F'ROSFrl17IONF DEL.I Il DTllGONlll I77117IONE 

2360 REM 
2370 REM 11 N!IMFRO fil ITERll?IONI F' Il! TTM.llTOI OF'ZlONF F'FR EffETTl .. 11\RNE 

llLTRF SUP~.FMFNTllRI 
23RO REM 
?390 CllU ·- 198 

240() HOMF I PF;INT 'TI NI IMFRO DI ITFRllZIONI PERMFSSF F' 

241.0 F'RPJT 'I.li PRFrISIONF OTTFNllTll F' ';F'R 

24?0 INPUT 'VOLETE PROSFGUIRE''ll\$ 

?430 IF 11$ = 'N' THFN RETURN 

?440 INPUT 'NUMERO DI TTERll?IONI S!IPPI FMFNTi'IRI=' ;IM 

Rl'IGGIUNTfl' 

2450 IT = 01 RFM RITNJ711\l17ZllZIONF flEI. r:nNTllTORF fil TTFRi'l?TONI 

?460 GOTO l':ilO: REM F'ROSFTl.IZIONF DEL.LII DT!'IGONM T771'17IONE 

5 - ESEMPIO PRATICO 

L'esempio illustra la ricerca degli autovalori ed autovettori della matrice: 

A G ; D 
con una precisione di 1 E - 1 O ed un massimo di 1 O iterazioni. 

RUN 
CllLCOLO DEGLI llUTOVllLORI E DFGl.I 

llUTOVETTORI DI Nll MllTRICE 
REllLE SIMMETRI(;I\, 

<METODO ITERllTIUO DI JllCOBIJ 

llUTORE:H.HA!JT 

INSERIRE I SEGUENTI DATTI 

I.L'ORDINE DEI.LII Ml\TRICF 

2, LE r,m ONNE UNII DOPO L 'llLTRll 

(LI\ Ml\TF;TrE E' STMMETRTr!'I F flUINDI 
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SONO NFrFSSl\RT SnLn T PRTMI TFRMTNI 
rn OGNT rn1 .rlNNA) 

,,I.!\ PRFCTSTmJF vn1 llT!I 

4. IL. Nl..IMFRO MASS T MO n T T n;·l<A? T ONT 
PRl~MFF<i=" 11~1 TASTO FFF" i:·Rn<~1~n1.1 T l~I'" 

I 1 Pl'!JMT TFRMTNT DFl.l.r~ rni rlflNI\ 1 

'?4 

I ? F'F:IMT n·RMTNT flFl ! A rn1 ONNr~ ? 

T 3 F'RTMT TFRMTNT [IFl.1.A COLONNA 3 
SONO; 

TI NllMFRn MASSTMn fl'TTFl~A?InNTo,10 

Al.ITOVl\!.ORF l =' ?-l?C.9?447 

Al. ITOVFTTORF rnRR ISF'ONflFNTF t 
,R?Ro-;-;347 
·-' 4f-.96!.5459 
-,306?439?6 

PRFMFRF RFTl. IF~N PFF: r.nNTT NI 111r-w 

Al. ITOVETTORF. r.nRF: T SF'ONflFNTE t 
. ~-i~~Bf-.78589 
• ~-=; ·1 4R85452 
~ f,f-.~R7?•')A4 

PRFMFRF r .. 1~Tl.IRN F'FR f'nNTTNUARF 

Al rrnVFTTORF FORRT '.WONflFNTF t 
-·, 1.55~1.8984 
-~7l7l~9353 
.67933"i19A 

PFffMFF:F R!~TI. IF:N F'FR rnNT JNl. l!'>RF 

tempo d'esecuzione: 6"8 
memoria richiesta: 5636 bytes (senza REM 2049) 
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PROGRAMMA NUMERO 11 

CALCOLO DELLE FUNZIONI STATISTICHE 
PER UNA O DUE VARIABILI 

Il programma permette di calcolare il valore delle varie funzioni statistiche sia per 
una variabile x, che assume i valori lx,, x2, ••• , xnl. sia per una coppia di variabili x,y 
che assumono i valori [ (x,, y,), ... , (xn, Yn) ). 

1 - DESCRIZIONE DEL PROGRAMMA E DEL METODO 

Le funzioni calcolate dal programma sono definite dalle formule seguenti: 

1. media dix: x = (I: x;)/n 

2. media di y: y = (I: Y; )/n 

3. scarto quadratico medio di x (divisione per n - 1): 

Sx = _ / __ I:_x_,_~_-_n_x_2_ 
'\J n-1 

4. scarto quadratico medio di y (divisione per n - 1): 

Sy = / __ I:~y__._~_~_,n,--X2_ 
'\J n-1 

5. scarto quadratico medio di x (divisione per n): 

n-1 
n 
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6. scarto quadratico medio di y (divisione per n): 

S'y =~--n-~_1_ 

7. scarto quadratico medio di x (divisione per n - 1): 

8. scarto quadratico medio di V (divisione per n - 1): 

9. scarto quadratico medio di x (divisione per n): 

I 
S~ =S'x/Vn 

1 O. scarto quadratico medio di V (divisione per n): 

S'... = s' L In Y YfV" 

11. covarianza di x,y (divisione per n - 1): 

Sxy =---,-----(Ex; Y; -1/n Ex; Ey;) 
n - 1 

12. covarianza di x,y (divisione per n): 

Sxy = 1/n (Ex; Y; -1/n Ex; Ey;) 

13. coefficiente di correlazione: 

Man mano che i valori x; ed Y; vengono trasmessi al calcolatore, vengono 
memorizzati nei due vettori X(I) e Y (I) di dimensione n. L'algoritmo segue rigoro
samente le definizioni date e non presenta alcuna difficoltà. 

Riferimenti bibliografici: J2, M1. 
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2 - DIAGRAMMA A BLOCCHI ---... 
INIZIO 

1. 
NV 

c:\iW\ 'ICC.W) 

introduzlon~l - _ )( ('t) 
valorf 

wv 

StampJ X,s.11, S~ 
risultar- - S;t,S';;: 

FINE 

rNV = 1 : una variabile X -- ---LNv = 2 : coppia <x. v> 

~ntroduzione del 
- - - - Lnumero delle coppie 

diwi )((ti) 
y (111) 

fstampa 
- -1isultati 
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132 

"" ... t; v.1:; { 
VJ :p V~:, _ _ _ _ inizializzazione VS:; 
""" 1'1-'I 
tilt: 'fii 

VA:V-1+>CtX) 
,,.....----,V2':oVJ+ 

XCI)t\t, 

V6:V3.V~7" 

V-1: VA/ti 

A3:~V,/lll-1 --{A,= Sx 

AS=.~ A,= S'x 

VS:A5/NR 

V!.:: A~/t.1R. 

RETURW 

V'1:\M+i C:t) 
1-----, 

V.I: V.&+ V C:t) 

V~::VHX(I)' 

V~: V'4+.::J a)t. 

V':V'!,·v/'/tJ 
v"1:v1i-vrtrJ 

V'l:V1/W 

Vt~Vt/N 

fv, =x -- -L, =v 



A!'>:~V6/W 

A'=W1ft-1 

V1:Vl!1'11 

IH:Vl/N 

Vh Al/HR 
V'12 l\'4/NI\ 

VS:AS/Wf'. 

V6: A6/NR 

RE.TUfOJ 

JA3 = Sx ----r4 = Sy 

____ [v1 = Sxy 

t7 = S'xy 

fv3 = Sx 
- - - - ~4 = Sy 

fv5 = S'x - - - '1'6 = S'Y 
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3 - PROGRAMMA 

2 
3 
4 

6 
7 

r111 COl o nFL.1.F Fl.IN?IONT STllTJSTICHF 
PER UNII O [ll_IF VllRillBTU, 

DFSC:RI?IONF: 
R 
9 
1.0 
l? 
13 
14 
1.5 
100 
110 
120 
130 
140 
1.50 
1.60 
1.70 

REM 
RFM 
RFM 
RFM 
RFM 
RFM 
RFM 
RFM 
RFM 

RF:M 
RFM 
REM 
REM 
RFM 

Il F'RrlGF:llMMll PFRMFTTF DT r;111 rn1 lìF:F I F Fl.IN?TONI 
STllTISTIC:HF PllRTFNno fil\ N V/\LORI DI UNII 
V/\RTllBH.F X o DT 1 .. INA C:OPPJ/\ DT V/\RT/\BILI x,y 

**************************************************** 

REM 
REM 
RFM 
HOMF. 

REGOLE TI' USO 

PRINT Tll8( 31;·r;111.ror.o DFLl.E FUN?JONI ST/\TTSTICHF' 
PRINT T/181 Bll'PER UNII O DUE VllRJ/\BJLJ' 
F'RTNT : PRINT T/\8( ?01 I '/\UTOF:F:H.H/11 .. IT': F'RJNT 
PRINT 'l.flFFINIRE TL TIPO DT r'./\Lr'.OLO: 
rHE PFR I.IN INSIE- MEDI N V/ILOR! X(IJ 

: PRINT 
!=FUNZIONI STllTISTI 

2=EUNZIO 
NJ ST/\TISTTr:HF PER UN INSIF·- ME f!T COPPIE I X (Il, Y I I I I' 

1.80 F'RINT 
190 PF;INT '?.INTRODUF:RE POI IL NUMERO DI VIII.ORI O DI COPPIE' 
?00 F'RINT 
?10 PRINT '3,TNTRODURRE surrESSIVllMENTE I DllTI SPFRTMENT/\lI' 
2?0 VTllB ( 21 I: F'RTNT 'PREMERE I.IN T/\STO PER F'ROSFGUHff ': GET 11$ 
230 HOME 
?40 RFM 
2"i0 RFM GESTIONE nn DllTI TN INPl.IT 
260 REM 
270 INPUT • Sr'.FU/\ DFL TTPn DT C.lllSOLO ( l o 2, • I NV 
280 PRINT : INPUT 'NUMERO DI VllLORI o DI COPPIE: ·;N 
?90 REM 
300 REM ISTRUZIONI DI DIMFNSTONllMENTO 
310 REM 
320 IF NV = 2 THEN DIM YINl 
330 flIM XINI 
:'40 RFM 
3"i0 RFM TNSFRIMENTO D/\TI SF'FRIMFNT/\LI 
360 RFM 
370 HOME 
380 EOR I = l TO N 
390 PRJNT T;' '' 
400 C.V = PFEK 1371: VTllB ([.Vl! HT/\B <t.l: INF'l .. IT 'X='lX<Il 
410 IF NV =? THFN HT/\B 161: INPUT 'Y='IYII) 
4?0 PRINT 
430 NFXT J 
440 RFM 
4"i0 RFM CHTllMllTll DEL.I ... /\ SUBROl .. ITINF 
460 RFM 
470 GOSUB 1000 
480 REM 
490 RFM GESTIONF·'DFT RTSlll TlìTT 
"iOO RFM 
'il() HOMF 
"i?O PRINT 'MFDT/\ nT X= ·;u1 
"i30 F'RINT 
"i40 F'RTNT '(N-tlSC./\RTO ~U/\DRlìTTrn nr X='l/\3 
5:-i.() PRINT • ( N )8:CARTn (lll~TIR~T!CO DI x=· ;A5 
~AO i::·r·nNT 
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~i70 PR1NT • (N~··t ~SCARTn nttAflR~ rq ).' M1:·n1n~~:" ~u:-:: 

SRO PRINT • ( N lRU•r·Tn n1.111rrR. nr X MFTIH1,,• :ve; 
600 TF NU = 1 THFN FND 
610 PRTNT 'MF[ITA nr y =·;u2 
1,?0 F'RINT 
A30 F·l~INT • CN-l lSrl\RTn n11A1w111nr:n nT V'"' :A4 
640 PRTNT '( N IRCl\RTO nu11nRl\TTrn DT Y='ll\6 
6b0 PRINT • (N-·1 lfWl\RTn nl.111\IR. DI y MFDir1~· ;u4 
670 F'RTNT • ( N ) srAr<TO Pl.11\DR. flT y MFr1Jnc-. IV6 
680 F'RINT 
690 PRINT 'CN-ll rnVARillN?I\ n1 x,y •:u7 
700 PRINT ·e N I rOUARlAN?I\ nr x,y 'IA7 
710 PRINT ! PRINT 
720 
730 
1000 
1.010 
1020 
1030 
1040 
1050 
1060 
1070 
1080 
!.090 
1.1.00 
1110 
l 1?0 
11.30 
1140 
l !.50 
1160 
1170 
1.180 
t 190 
1.200 
1.210 
1.220 
1230 
1.240 
1.250 
1.260 
1270 
1.280 
1.290 
1300 
1.310 
1.320 
1330 
!.340 
1.350 
1360 
1370 
1380 

F'RINT 
FNfl 

RFM 
RFM 
RFM 
REM 
REM 
REM 
REM 
REM 
REM 
RFM 
REM 
REM 
RFM 
REM 
REM 
REM 
REM 
REM 
REM 
REM 
RFM 
REM 
RFM 
REM 
RFM 
REM 
RFM 
REM 
RFM 
RFM 
RFM 
REM 
RFM 
REM 
RFM 
REM 
REM 
REM 
RFM 

"COFF,DI CORRFIA7JONE = 'IVR 

************************************************* 
SUBROUTINE PER IL rl\LrOLO DFll.F FUNZIONI 
STATISTTrHF DI LINA O JIUF VARIABILI 

REGOLE PER L'USO TIEL SnTTOPROGRAMMA 

1.Dl\TI NECESSARI! 
* NV=TIPO DI CALCOLO, 

NV=l!FUNZIONI STATISTICHE PER UNII VARIABILE 
NV=2!FUNZIONI STATISTICHE PER DUE VllRillBILI 

* N=NUMERO DI DATI SPERIMENTALI 
*SE NV=l, 

XIII cI=t,.,,,NI SONO GLI N VALORI DELLA 
Vl\RillBILE 

* SE NV=2, 
(X(Il,Y<Ill <I=t,,..,N) SONO LE N COPPIE 

2.RISULTllTI FORNITI! 
* Ul=MEDll\ DI X 
* V2=MFDII\ DI Y 
* U3=CN-11 SCARTO QUl\DRllTICO DI X MEDIO 
* V4=CN·-'I l SCARTO Ql.11\DRATirO DI Y MFflIO 
* U5=1N-11SCl\RTO QUl\DRl\T1CO DI Y MEDIO 
* V6= INI SCARTO QUl\DRllTirO DI Y MEDIO 
* V7=1N-11 COVllRil\NZI\ DI X,Y 
* VR= COEFFICIENTE DI rORRFLllZIONF 
* l\3=CN-ll sr11RTO QUl\DRllTICO DI X 
* l\4=<N-11 SCARTO nul\nRllTICO DI y 
* 115= INI SCARTO QUl\DRl\TICO DI X 
* 116= IN) SCARTO QUl\DRl\TICO DI Y 
* 117= CNI COVl\Ril\NZI\ DI X,Y 

3.Vl\Ril\BILI UTILIZZATE! 
l\3,114,115,116,117,1,N,N1,NV,NR,V1,U2,V3,V4, 
V5,V6,V7,V8 

4.VETTORI UTILIZZATI! 
XINI ,YcNI 

************************************************* 

INIZil\L.IZZl\ZIONF 

1390 Vl = o:v2 = O!V3 = o 
1400 V4 = O!V5 = O 
1410 N1 = N - 1!NR SQR IN) 
1420 RFM 
1430 RFM SrFLTI\ REl.llTIVI\ AL TIPO DI CALCOLO 
1440 RFM 
1450 ON NV GOTO 1460,1600 
1460 REM 
1470 REM CALCOLO PER UNII Vl\RillBHF: 
1480 RFM 
1490 FOR 1 = 1 TO N 
1500 V1 \J1 t XIII 
1510 \J3 = V3 + X<Il A 2 
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1:'i?O NFXT I 
1530 U6 V3 - U1 * Vl I N 
IC.40 VI VI I N 
1C.,O 1\3 BOR (VA I Ntl 
1560 i'IC. BOR (U6 I Nl 
1~70 V5 A~ I NR 
1580 V3 1'13 I NR 
1 C.90 RFTI IRN 
t600 RFM 
1.610 RFM Cl\l.C(ll.O F'ER DllF Ul\RTABTI. T 
16?0 RFM 
1630 FnR T ~ I TO N 
1640 V1 V1 +XII> 
1650 V? U? + YIIJ 
1660 V3 = V3 +XIII A ? 
1670 V4 = V4 + YIIl A ? 
t680 V5 = VC. + XIIJ * Ylll 
11,90 NEXT I 
1700 V6 U3 - Vl * V1 I N 
1710 U7 U4 - V? * U? I N 
17?0 UR V:'i - IV1 * U?I I N 
lTlO V1 V1 I N 
1740 li? U? I N 
1750 1'13 BOR IV6 I N11 
1760 1'14 ROR IV7 I Ntl 
1770 1'15 BOR 1\)6 I Nl 
17RO 1'16 BOR IV7 I Nl 
1790 V7 VB I N1 
1 R(Hl 1'17 l.IR I N 
IR10 V3 1'13 I NR 
IR?O V4 1'14 I NR 
1R30 VC. i'IC. I NR 
1840 V6 1'16 I NR 
1850 IF I 1'13 o l nR I 1'14 = o l THFN R~'Tl.IRN 

rnFFFICIFNTF DJ rnRRFI i'l?TnNF 
1860 UR = VB I IN * i'IC. * i'16J 
1870 RETURN 

4 - ESEMPIO PRATICO 

RFM T~'BT BI Il I. 'F.'S T RTF:N?i'I flFI 

Il programma viene utilizzato per il ca1c·o10 delle funzioni statistiche di due variabili 
x ed y che assumono seguenti valori: 

X 

y 

R!JN 

1, 
12, 

2, 
9, 

3, 4, 
7, 15, 

5 
6 

Ci'll .. Cn!...n DELLE FUNZIONI BTi'ITIBTTCHF 
PFR IJNi'I n DIJF Vi'IRii'IBJl.I 

i'l!JTORE: H. Hi'll.IT 

1.DFFTNTRF H. TIFO r•I Ci'ILCOl.n: 
!o=FllNZTnNJ RTi'ITTBTTCHF PFR llN JNRTF

MFitI N Ul\LORT X (T l 
? 0=Fl.IN?InNT RTi'ITTRTICHF PFR I.IN INBIF.·

MF [11 cnF'PIF IXITl,Ylll) 
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?. TNTRnr111Rf~r- PnT TI NllMFF<n flT Ul\I nRT 
[l flT r:nPPTr-

:'I, TNTRl1llllRF'F ~11WC:FSSTVl\MFNTF T llATT 
SPFR T MFNT lii. T 

PRFMFT'F llN T"''~Tn PFF< r-·1=rnsr-Gl.ITRF 
<~r.n T ... TWI TTPn flT r.111 C:nl.fl ( 1 [l 2) ? 

NUMERn DT VAI flRI n DT r.OPPIEI 5 
1. : 

4 

X='l 
Y=t? 

X=,4 
Yml5 

MFflJI\ DT X = :'i 

(N-usr. ... F:TD f1IJM1R ... TIC:n TIT X=,l .51~1.t3f)83 
( N )SC: ... RTO m111nF~11TTr.o nT X=!. 414?1.356 

(N-llSCl\RTl1 f111ADR. DI)( MFflTfl=.7071.01,78? 

MEilT"' TIT Y =9,8 

IN··PS'~ARTn (liJl\flPl\TTCfl flI Y=3.70l.35U.:1. 
C N lSC:llRTfl !lUl\DRllTIC:O DT Y=3.31058908 
( N-1 ) sr.11r<Tn 111111nr-:. TIT y MFflTfl=1 • l,5";?9454 

I N lSC:l\RTn !lUl\flR, DT Y MFflJl1a1,4R05404"i 

CN-tl r.nv11RTl\N71\ DJ x,v -1.5 
I N I C:nVl\RTAN~I\ DT X,Y -l.~ 

tempo d'esecuzione: 1 "4 
memoria richiesta: 3744 bytes (senza REM 1584) 
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PROGRAMMA NUMERO 12 

CALCOLO DELLE MEDIE E DEI MOMENTI 
DI UNA VARIABILE STOCASTICA 

1 - DESCRIZIONE DEL METODO 

Il programma realizzato permette di calcolare il valore delle medie e dei momenti 
relativi ad una variabile stocastica x che assume i valori x1, x2, ... , Xn con frequenza 
f,. f2, ... , fn. 

Le medie ed i momenti sono definiti dalle formule: 

- media aritmetica 

A= 1/M I:f; x; (i= 1, 2, ... , n) M = I:f; 

- media geometrica 

G = (ITx1;i) 1/M 

- media armonica 

H = M / (I:f; /x;) 

- media generalizzata 

M(t) = (1/M I:f; (x;)l)1/t 
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momenti 

m1 = A 
m2 1/M :Ef; (X; - A) 2 

m3 1/M :Ef; (X; - A) 3 

m4 1/M :Ef; (x; - A) 4 

- coefficiente di appiattimento 

AP = m4/(m2) 2 

coefficiente di asimmetria 

AS = m3/(m2) 3/ 2 

Si utilizzano le seguenti variabili: 

V1 = :Ef; X; 

V4 = :E f;xf 
V7 = :E f; (x;) 1 

V2 = :E f; x~ 
V5 = TT X;'i 

M = :E f; 
V3 = :E f; x~ 
V6 = :E f;/X; 

e si ottiene: 

A = V1/M 
G = (V5)1/M 

H = M/V6 
M (t) = MT = (V7/M)1/t 

m2 M2 = (V2 - 2 • A • V1 + A2M)/M 
m3 M3 = (V3 - 3 • A • V2 + 3 • A2V1 - A3M)/M 
m4 M4 = (V4 + 4 • A • V3 + 6 • A2V2 - 4 • A3V1 + A4M)/M 

Nota: Se uno degli X; è uguale a zero, la media geometrica è nulla e quella armonica 
non è definita. 
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2 - DIAGRAMMA A BLOCCHI 

FINE 

[introduzione numero 
- - - - - - -ri variabili 

______ fvalori sperimentali t loro frequenze 

rcoefficiente per la 
- - - - - - tedia generalizzata 

rstampa ------r risultati 
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TE = QI 
V~:; Vt:; E 
Vl:t;f V~:; - - - - Inizializzazione 
V6:'1 V'•' 
V1:; M:jll 

VT-=ti Xj 
..-----~-----! V-1 "VHVT 

TE-: -1. 

---- .I::.:t +-1. 

Vll:lf~t>'!VT 
H:H +~; 

te un Xi = O, TE = 1 
- - - - - - - - - a media armonica 

non è definita 



s 

ca\co~o di 
A,MT 

c.a\colo dè1 
momenti 

Ht,rl!,tf3,~4 

c.akolo di 
AP, AS 

rcoefficienti di appiat
- - - - 1imento e asimmetria 

[
Se TE = 1 la media geometrica 

- - - - - è nulla e quella armonica 
non è definita 

>-----.---t G=.(vs)''I~ 
H:. HIV" 
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3 - PROGRAMMA 

3 
4 
5 
b 
7 

REM r.111co10 flFll .E MFDTF 
REM F flFT MOMENTI, 
REM 
REM A!ITORE I H, HllllT 
REM 
RFM 
REM DFSr.RI?IONFI 

8 REM JI PROGRllMMll PFRMFTTF fil r.111.r.01 llRE LE UllRIE 
9 
10 
1.1 
l? 
13 
1.4 
1.5 
100 
1.1.0 
1?0 
130 
140 
150 
160 
170 
180 

190 
200 

?10 
220 
230 
240 
250 
260 
270 
280 
290 
300 
310 
320 
330 
340 
350 
360 
370 
380 
390 
400 
410 
420 
430 
440 
450 
460 
470 
480 
490 
500 
510 
!=i?O 

RFM MEflTF Frl I MOMENTI nI UNi'I VllRU\BH E STllTISTffll 
RFM X PRENDFNflO I VIII.ORI xc11, ••• ,x<Nl r.oN 
REM FRFOUENZF Flt), .. ,,FCN) 
REM 
RFM ****************************************************** RFM 
REM 

REM 
REM REGOLE D' 1..ISO 
REM 
HOME 
F'RINT TllBC 3l I •r.111.r.Ol.O DEI .. !. F HFrlIE F DEI MOMENTI" 
PRTNT TllBC 6);'f1I l.IN1'1 VAF:IABILE STATISTir.i'\,' 
PRINT I PRINT TABC 20ll'AUTOREIH.HAUT' 
VTAB C9l 
PRINT ·1.nFFTNIRF n. Nl .. IMFRO DT VA! ORI PER ,,., UAF;IM<ILE STA 
TISTICll' 
PRINT 
PRINT '?.INTRODURRE sucr.ESSIVAMFNTE I VAI.ORI E LF REL.llTIVE 

FRFOL!FN?E' 
UTAH ( 19) I PRINT 'PREMERE UN TASTO PER PROSEGUIRE 'I GET 11$ 
HOME 
RFM 
REM GESTIONE DEI DATI IN INPUT 
RFM 
INPUT 'NUMERO DI VALORI= 'IN 
REM 
REM ISTRUZIONI DI DIMENSIONAMENTO 
REM 
DIM XCNl,FINl 
REM 
REM INSERIMENTO DATI 
REM 
FOR = 1. TO N 
PRINT I PRINT I 

r.u = PEEK <3711 VTAB (CUl 
HTAB (51 I INPllT 'X=' IX<II 
HTl'>B 15)1 INPUT ~F='lFCil 
NEXT I 
PRINT I INPUT 'CALCOLO DFLI .A MEDIA GFNF:RAL TZ?ATA M (TI PFR T= ';T 
REM 
RFM r.HIMIATA flFI SOTTOPROGRAMMA 
REM 
GOSllB 1000 
RFM 
REM GESTIONE DFT RISUl.Ti'>TI 
RFM 
HOME 
PRINT 'MEDIA llRITMFTTCA = 'lii 
F'R I NT 
PRINT 'MFDTI'> GFOMETRir.A = 'IGI PRINT 
JF TE= l THFN PRINT 'MEDTll ARMONir.A NON DF~TNITl\'I PRTNT GOTO 540 

530 PRTNT 'MF[IJI\ l\RMONJCA 
540 PRINT 'MOMFNTTI' 

= •:1-q F'RTNT 
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550 PRTNT M1=' Mt 
560 PRINT M?=' M? 
570 PRINT ' M3=' M3 
580 PRINT ' M4=' M4: PRINT 
590 PRINT 'rOFF. D'APPT TTTMFNTD=':AP: PRINT 
600 PRINT 'rOFF. D'ASIM ETRIA ='!AS: PRTNT 
610 F'RINT 'MFDIA GFNFR. M(';T!'l'! TAlH ??l!'='!~IT 
620 END 
1000 REM ***************************************************** 
1010 REM SOTTOPROGRAMMA PER TI rAI rOI o DFI I F MFDTF F DFT MOMENTT 
1020 REM DI UNA VARIABTI F STATTSTTrA x 
1030 REM 
1040 REM RFGOLF PER I 'USO TIFI SOTHlF'ROGRAMM"1 
1050 REM 
1060 REM 1.DATI NECESSARI: 
1070 RFM * N=NllMERO fil VALORI RELATI~'I ALl.1~ 
1080 REM VARTABH.E STATISTirA X 
1090 REM * X<lJ,,,,,X(Nl =VALORJ SPERIMENTALI 
1100 REM PER I.A VARIABILE ~ 

1110 REM * F<lJ,,,,,FCNl =FREQUENZE DI TALI VALORI 
U30 REM * T=COFFFICIFNTF PER L.A MEDIA GENFRAl.IZZATA 
1140 REM DA CALrOLARE 
1150 REM ?.RISULTATI FORNITI! 
1160 REM * A=MEDIA ARITMETICA 
1170 REM * G=MEDIA GEOMETRICA 
1180 REM * H=MEDIA ARMONICA 
1190 REM * M1,M2,M3,M4 =MOMENTI DI ORDINE t,?,3,4 
1200 REM * AP=COEFFICIENTE DI APPIATTIMENTO 
1210 REM * AS=rOEFFirIENTE DI ASIMMETRIA 
1220 REM * MT=MEDIA GENERALIZZATA MCTl 
1230 REM * TE= VARIABILE Dl CONTROLLO! SE TE=! 
1240 REM LA MEDIA ARMONICA NON E' DEFINITA 
1250 REM 3,VARIABILI UTILIZZATE; 
1260 REM A,AP,AS,G,H,T,M,M1,M2,M3,M4,MT 
1270 REM N,T,TF,V1,V2,V3,V4,V5,V6,U7,VT 
1280 REM 4.VFTTORI llTHT77ATI: 
1290 REM FINl,XINl 
1300 RFM ***************************************************** 
1:'110 REM 
1320 RFM TNIZTAI .I77A7TONT 
1:qo REM 
1340 TE = O 
1~50 V1 = o:v2 = O!V3 ~ OtU4 ~o 
1360 VS = 1!V6 = o:v7 = o:M =o 
1370 RFM 
1:'180 RFM 
1390 REM 
1400 FOR 

CALCOl.O DELLE SOMMATORIE 

= t TO N 
1410 UT FCil I X<Il 
1420 Vl U1 t VT 
1430 V2 V2 + VT I X<Il 
1440 V3 V3 t VT I XIII A ~ 

1450 V4 U4 + VT * X(I) A 3 
1460 M = M t FCII 
1470 V7 = V7 + FIJl I XITJ A T 
1480 IF XITl = O THEN TF ~ 11 GOTO 15201 RFM TFST SI .IL Vl'I! ORE DEG! T X (1 l 

l 490 IF TF = l THEN GOTO 1 520: REM SF 1 .. IN x·~o I.A MEIII A ARMON JrA NON F:SI-· 
STE E fll.IFLI A GFOMFTF;JrA F' 7FRO 

1500 V5 = V5 * XII) A FII) 
1510 V6 = V6 + FITl I XITI 
t ~;20 NEXT I 
15JO RFM 
·1540 Rn1 r.A1.r.n1 o rwu F FllNZTmn 
l 5~=;o REM 
1560 A ~ \JJ / M 
1570 MT = 1\17 I Ml A (1 Tl 

145 



1c;i:w Ml 
l c;90 M2 
1f.00 M3 
1.~10 M4 

M 

A 
<'-F? -· 
( ~·:, 

( l,,J4 

7 * A 
3 * .~ 

4 * A 

1A20 AP M4 I M2 I M2 

* U1 

* t.•? 

* V:'l 

1A~O AS M~ I <M2 A 1~~) 

+ A * A 
+ :'I * A 
+ A * A 

l .',40 T F TT "' l THFN G = (l: RFTI IF:N 
l o:'i~.=iO r, = i V~) ,., < 1 / M) 
ll•f>O H = M / V6 
1 f,70 RFT!IRN 

4 ESEMPIO PRATICO 

* Ml I M 

* I\ * 1)1 M * A " :~) I M 

* A * U? 4 * U1 * A " 3 + M * A ,, 4l I 

11 calcolo è effettuato per le tre coppie di valori dato/frequenza: (1,6), (3,4), (5,8) 
utilizzando il coefficiente 2 per la media generalizzata. 

RUN 
CALCOLO DELLE MEDIE F DEI MOMENTI 

DI UNA VARIABILE STATISTICA, 

AUTORE:H.HAUT 
t.DEFINIRE IL NUMERO DI VALORI 

PER I.A VARIABil.F STATISTICA 

2,INTRODURRE SUCCESSIVAMENTE I 
VALORI E LE RELATIVE FREQUENZE 

PREMERE UN TASTO PFR PROSEGUIRE 
NUMERO DI VALORI= 3 

X=l 
E=A 

? 
X=3 
F=4 

3 
X=~ 

F=8 

CALCOLO DELLA MEDIA GENFRALIZZATA M(Tl 
PER T=' 2 
MEDIA ARITMETICA 3.22222222 

MEDIA GEOMETR!Cr'I 2.61023904 

METIIA ARMONICA 2.01492537 

MOMFNTI: 
M1=3.2222.2222 
M2=3, 061.7284 
M3=-l.16323733 
M4=l2.5688157 

COEF, D'APPIATTIMENTO=l.34079084 

COEF. D'ASIMMETRIA =-.?:1.71.29252 

MEDIA GENER, M(2l =3.66666667 

tempo d'esecuzione: 1 "2 
memoria richiesta: 3745 bytes (senza REM 1584). 
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PROGRAMMA NUMERO 13 

DISTRIBUZIONI STATISTICHE 

11 programma è applicabile ad una qualsiasi delle sei distribuzioni statistiche se
guenti: binomiale, di Poisson, normale, normale a due variabili, "chi quadro", t di Stu
dent. 

Per la maggior parte di esse viene inoltre calcolata sia la funzione di densità di pro
babilità che quella di probabilità cumulata. 

Riferimenti bibliografici: A 1, G1, H2, J2, M1. 

1 - DEFINIZIONI E METODI 

1.1 - Distribuzione binomiale 

a) Definizione 
Sia p la probabilità favorevole per il verificarsi di un certo evento. La probabilità 

che tale evento si presenti x volte nel corso di N prove è data dalla legge binomiale: 

P(x) = (:) p• (1 - p)N-x 

ove 

( Nx) =_N_! 
x! (N - x)! 

La funzione cumulativa di probabilità in x (vale a dire la probabilità di ottenere al 
più x successi) è data da: 

X 

I: p(k) 
kc~O 
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b) Metodo 
Si utilizza la formula di ricorrenza: 

p(I) = __ N_+_1 _-_I _ 
I 

_ P_ p(I -1) 
q 

I = 1, 2, ... , x 

con q = (1 - p) e p(O)=qN 

1.2 - Distribuzione di Poisson 

a) Definizione 
La funzione di densità di probabilità di una distribuzione di Poisson avente mediaµ 

è definita come: 

µ• 
p(X) =~X~!-

e la funzione cumulativa è data: 

b) Metodo 
Si utilizza la formula di ricorrenza: 

con 

p(x) = -~µ- p (X - 1) 
X 

p(O) =e -µ 

1.3 - Distribuzione normale 

a) Definizione 
La densità di probabilità relativa ad una distribuzione normale (di mediaµ e varian

za 0' 2 ) viene definita nel modo seguente: 

f(x)= ~ 2n cr 
exp (- (X - µ) 2 = Z ( X - µ ) 

2 cr 2 cr 

b) Metodo 
La funzione cumulativa PX si ottiene nel modo seguente: 

x-µ 

PX = f cr z (t) dt = p ( X ~ µ ) = 1 - a ( 
-oo 
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utilizzando per il calcolo la funzione Q(y) definita con il seguente sviluppo: 

In questo sviluppo l'errore è limitato dalla condizione [ E (x) I < 7.5 "' 10--a e i 
coefficienti te b; sono definiti tramite le formule seguenti: 

t = 1/(1 + py) 
b0 = 1.330274429 
b2 = 1.781477937 

p = .2316419 
b, = -1.821255978 
b3 = -.356563782 

1.4 - Distribuzione normale a due variabili 

b4 = .319381530 

Per questa distribuzione è stato previsto solo il calcolo della densità di probabilità 
per una coppia di valori delle variabili aleatorie x e y. 

La funzione di densità viene definita nel modo seguente: 

[
( x - µx f- 2 p (x ~:xHY ~;v)+( ~~ µy) 

2
] 

f(x, y) = 1 -~ exp - __ cr_x ____________ _ 

2ncrx O'y v 1 - ,... 2 2 (1 - p 2) 

ove µx = media di x 
cr ~ = varianza di x 
µy = media di y 

cr ~ = varianza di y 
p = coefficiente di correlazione tra x e y 

1.5 - Distribuzione "chi quadro" 

a) Definizione 
La funzione di densità relativa alla distribuzione "chi quadro" a V gradi di libertà, è 

definita come: 

FX = f(xl v) = 
2•t2 r (v/2) 

V 
e -x/2 x ( -- - 1 ) 

2 
(X·> 0) 
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La funzione cumulativa di probabilità si può ottenere tramite il seguente sviluppo in 
serie: 

X 

PX= f f(x lv) d v=P(x Iv)= 
o 

V/2 e-x/2 
(x/2) r (v/2 + 1) ( 1 +,~,---X'---) (v + 2) (v + 4) ... (v + 2r) 

b) Metodo 
Si calcola dapprima F (v/2) che, a seconda che v sia pari o dispari, è dato da: 

se v = 2n r (v/2) = 1.2.3 ...... (n - 1) 

se v = 2n + 1, (v/2) = 1/2.3/2.5/2 ...... _2_n_-_1_ Vn 
2 

Si utilizza poi questo sviluppo per calcolare PX, troncando la serie quando il termi
ne n-esimo risulta inferiore a 1 o-a. 

1.6 - Distribuzione t di Student 

a) Definizione 

La densità di probabilità relativa alla distribuzione di Student a v gradi di libertà è 
definita come: 

f (x I v) _ _.:[,_,_(_v -1)/2)! 

ynv [ (v - 2)/2) 
(1 +x2/v)-<v+1)/2 

Si definisce poi come probabilità che la variabile aleatoria x assuma un valore più 
piccolo di t (in valore assoluto): 

t 
FX = Prob (lxi s t) = A(tl v) = f f(xl v) dx 

-t 

La: funzione cumulativa di probabilità risulta pertanto data da: 

PX = Prob (x s t) 
+ A(t I v) 

2 
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b) Metodo 
La funzione A(t I v) può essere calcolata tramite il seguente sviluppo in serie: 

(v > 1 e v dispari): 2/11 [e+ sinO (cose 

A(tl v) 

+ 2/3 cos3 8 + ....... . 

+ 2 4 . . . (V -3) COS i~2 8 l 
3 5 ... (v -2) J 

(v = 1) 2/11 e 
(v pari) sin8 [1 + 1/2 cos 2 e + ... 

__ 1_3_5_ .. _ . .....:(_v_-_3_;) __ cos l"-2 e l 
2 4 6 ... (v -2) :J + 

contg e =t/VV 
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2 - DIAGRAMMA 
A BLOCCHI 

152 

INIZIO 

DIH 
S(l!) 

Inserimento 
dei parametri 

della distribuzione 
I I 

I 

Introduzione} : 
dei valori _ .J 

della variabile 
aleatoria 

~ 



Stampa di BT =~ B T 
Prob. ([var. alea!.] - p X 

~ x) __ Gl--..x_ 

Jstampa della 
- yrob (var: x, y) 

~X = Prob. (var. alea!. = X) 
- - - - - - - ... PX = Prob. (var. aleat. ~X) 

QX = Prob. (var. aleat. ~ X) 

FIN 
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N 
I-:. 1:+1. 
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"'":. 111+'1 
f"X :. ~N 
PX= rx 

P)(:.PXtpJ( 

QX = 
1+f:"X-P.l< 

RE.TLIRN 

[Distribuzione 
- - - - - rinomiale 

~nizializzazlone -----tx = P(O) 

rAlgoritmo 
- - 1vedi testo) 



N 

----f istribuzione di Poisson 
....... __ --11..1 

FX::. eic:P(-M 

PJC :. FX 

PX: PI(+ FJc 

__ - -[nizializzazlone 

s 

_ _ _ _ _ _ _ fu.so della formula t1 ricorrenza 

I:=I+1.t-----. 

Q.x:: 
"1+ FX- PX 

RElURN 
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156 

defi 11°12.ione 
di pet dei 

bi 

-----f istribuzione normale 

Y=(.X-M)/!i - - - - -t =variabile ridotta 

T2A/('1+P*Y) 

PO::.fD 

_____ PO:P°*T 

+6 (I) 

Rt.TùRtJ 

[
Calcolo di Q(x): 

- - - algoritmo di Horner 



5:(1<.-MXJ/f.X 

T:{"/-MY)/SY 

c~lc.ul dt. 
r-xy 

foistribuzione normale -----l 2 variabili 

____ -rXY = f(x. y) 
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Calcolo di G~ 
per Nu pa'.T __ ,_ __ ....,.._ __ < 

5 

158 

- - - - -ristribuzione x 2 

tnizializzazione 
- - - - per il calcolo di 

GN = F (NU/2) 

s 



cok.ul cit 
FX 

FM :: -1. 
PX: '1 

•• _____ -[Calcolo dello sviluppo 
...-....... .....,, di PX 

r :.t 

FM :: FM 
.----------~---t ...zs__ '* t111+r 

s 
I:I+~ 

PX: Px 
~FM 

~ - - - - -[·a precisione di 1 o-8 
e raggiunta ,___..___ 

P)(.,.pJC~FA 

Q>e::..f- PX 

RETlJR.N 
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Calcolo di A(XI v) 
per v dispari 

: TT .. cor." T 
._ _ - &T::4 

VTo:1 

I. ~:r+.t 

160 

BT:BT 
'lt !llW(T) 

...... __ ~ 
X:.Xllftiù 

T:.An, h<) 

PIT:.l 'lf
INTCWu/._) 

____ ~distribuzione 
t di student 

N 

Calcolo di A(XI v) 
per v dispari Bi:.A(i<l<IJ 

I I 
I 
I 

BT: .!.! 
'Tt 

VT:VTtiTT 
*:I/C:r+4) 

ar,.ar+VT 

aT,er,.m1 (;) 

I 
I 
I 
I 
I 
I 
I 
I 
I 
I _ _, 

s 

8ra"T+TJ __ ....., 
,,.U'ft: 



Px~M+BTJ/.t 

GlC-::'1-PX 
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3 - PROGRAMMA 

1 REM CALCOLO DELLE DISTRIBUZIONI 
2 REM STATISTICHE. 
3 REM 
4 REM AUTOREIH.HAUT 
5 REM 
6 REM 
7 REM DESCRIZIONE: 
8 REM IL PROGRAMMI\ PERMETTF. flI Clll . .GOl. .. llRF 
9 REM LE DISTRH<llZIONI SEGUENTI 
10 RFM 1,[ITSTRIRIJ7JONF RTNOMJl'ILE 
U REM 2.DISTRIBIJZIONE fil F'OTSSON 
12 REM 3.DISTRIRUZIONF NORMALE 
13 REM 4.DISTRIBUZJONE NORMl'IL.E l'I 2 Vl'IRil'IF.<Tl..I 
14 REM 5.DISTRIRUZJONF CHI·-OlJl'IDRO 
15 REM 6.DISTRIBUZIONE T DI STUDFNT 
16 REM 
17 REM *********************************************** 18 REM 
1.9 REM 
l.00 REM 
l.10 REM REGOLE D'l.ISO 
120 REM 
130 HOME 
140 F'RINT Tl'IB< 5>;'Cl'll..COl..O DELLE DISTRIBUZIONI' 
150 PRINT Tl'IB< 14l;'STl'ITISTICHE ' 
160 F'RINT 
170 F'RINT Tl'IB< 20ll'l'IUTOREIH.Hl'IUT' 
180 F'RINT : F'RINT 
190 F'RINT '1,SCEGLIERE L.l'I DISTRIBUZIONE: l.•IrlSTR. BINOMil'll.E' 
200 F'RINT ' 2=DISTR, DI F'OISSON 3•DISTR. NORMl'ILE 

4•flTSTR. NORMl'll..E l'I 2 Vl'IRll'IBIL.I 5•DIBTR. 
CHI-OUl'IDRO 6=DISTR, T [II STUDENT' 

210 F'RINT 
220 F'RINT '2,DEFINIRE I PARAMETRI flEL.l..l'I DISTRIBU- ZIONE SCEl.Tll' 
230 F'RINT 
240 F'RINT '3,INSF.RIRE Il.. Vl'll..ORE DELL.l'I Vl'IRillBILE l'ILEl'ITORil'I F'ER CUI DE 

VE ESSFRF . EFFETTUl'ITO IL. Cl'ILCOLO' 
250 VTl'IB (22): F'RINT 'F'REMFRF l.JN Tl'ISTO F'ER F'ROSEGUIRF 'l GET 1'1$ 
260 REM 
270 REM ISTRL~JONI DI DIMENSIONAMENTO 
280 RFM 
290 DIM B(4) 
100 RFM 
31.0 REM GESTIONE DEI DATI IN JNF'l.IT 
320 RFM 
330 HOME 
340 INF'IJT 'SCELTI\ DFL..Lll rrtSTRIBIJZIONF. ';r.H 
350 HOME 
360 ON CH GOTO 370,410,450,490,590,630 
'.'il70 F'RINT 'DISTRIBUZJONF. BINOMil'll .. Fl F'•PROBl'IBILITl'I' DI S 

I ICCESSO N=NUMERO DI F'ROVE X=NUMERO 
flI EVENTI FAVORFVOI. I' 

380 F'RINT l INF'UT 'F'='IF' 
390 INF'UT 'N=';N: F'RINT 
400 TNF'UT ·x-·;x: GOTO 690 
410 F'RINT 'flISTRIBUZIONE DI F'OISSDN: MU•MEDIA' 
420 PRINT : TNF'IJT 'MIJ=' IM 
410 PRINT l JNF'llT ' X='IX 
440 GOTO 690 
450 F'RTNT 'flISTRTBllZTONF NORMl'ILFl Ml.J=MfDIA 

S=SCARTO ntJl\flRl'ITTCO' 
460 ~·RINT JNPl.IT 'Mli=' IM 
470 TNF'llT ' S=' ;s: F'RTNT 
480 INPl. IT ' X='; X: GOTO 690 
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490 PRTNT 'DISTRIB!.IZIONF NORMl\LF A? VARif'IBHT Y,Y; MY=MFDIA PFR )( 
MY=MFDJA PFR Y SX=RCAR 

TO OUADRATICO DI X 
500 PRINT ' SY=SCl\RTO RUADRl\TTCO DI Y RO=COFFFICIFNTF DI 

CnRRFLl'IZIONF' 
510 PRINT ; TNPUT 'MX='IMX 
5?0 INPUT •sx=·;sx 
5::10 INPllT 'MY=' IMY 
540 INPUT 'SY='IRY 
550 T. NPLIT • r1n=. ; RO 
560 PRINT : TNPl.IT 'X=' IX 
570 INPllT 'Y=' IY 
580 GOTO 690 
590 PRINT 'DISTRIBUZIONE CHI-l:l!JADRO NU=NUMERO DI GRADI D 

600 
610 
620 
630 

640 
650 
660 
670 
680 
690 
700 
710 
720 
730 
740 
750 
760 

I LI BERTA'' 
PRINT : INPUT 'NU='INU 
PRINT : INPUT ·x=·;x 
GOTO 690 
PRINT 'DISTRIBUZIONE T DI STlWE:NT: 
DI LIBF.RTl'I'' 
PRINT ; INPUT 'NU='INU 
PRINT : INPUT ·x=·;x 
RFM 
REM 
REM 

CHIAMATA DEL SOTTOPROGRAMMA PRESCELTO 

ON CH GOSUB 1000,2000,3000,4000,5000,6000 
REM 
REM 
REM 
PRINT 

GESTIONE DEI RISULTATI: 

1'1$ .= 'PROBCVl'IR.ALEATORIA =Xl=' 
B$ = 'PROBCVl'IR.l'ILEl'ITORil'l<=XJ=' 
C$ = 'PROBCVl'IR,l'ILEl'ITORIA>=Xl=' 

NU•NUMFRO DI GRADI 

770 IF CH = 4 THEN PRINT 'PROBCVl'IR.l'ILEl'ITORIE 
IF CH < > 6 THEN GOTO 830 

=X,Yl='IFXYl GOTO 860 
780 
790 
800 
810 
820 
830 
840 
850 
860 
870 
880 
890 

PRINT 'PROBC-X<=Vl'IR.l'ILEl\T,<=Xl•'IBT 
PRINT B$IPX 
PRINT C$;nx 
GOTO 860 
PRINT l'l$IFX 
PRINT B$IPX 
PRINT C$IOX 
PRINT INPUT 'Al. TRO Cl'ILCO!.O'? CS O N): 'I [1$ 
IF Il$ = 'N' THEN END 
PRINT : INPUT ·x=·;x 
IF CH = 4 THEN INPUT 1 Y= 1 ;Y 
GOTO 690 900 

1.000 
101.0 
1020 
1030 
l.040 
1050 
l.060 
1070 
1080 
1090 
U.00 
1.110 
U.20 
1130 
1.140 
1150 
1160 
1170 
U.80 FX 
:1.190 PX 

RFM ******************************************* REM SUBROUTINE DISTRIBUZIONE BINOMIALE 
RFM 
REM REGOLE PER L'USO DEL SOTTOPROGRAMMA 
REM 1.Dl'ITI NECESSARI! 
REM * P=PROBABIL.ITl'I' IrI SIJCCESSO 
REM * N=NUMERO DI PROVE 
REM * X=Ul'ILORF DELLA VARIABILE ALEATORIA 
REM 2.RIBULTl'ITI FORNITI: 
REM * FX=PROBCUl'IR.ALEl'ITORIA =Xl 
REM * PX=PROBCVl'IR.l'ILEATORil'l<=XI 
REM * QX=PROBCVl'IR,l'ILEl'ITORll'l>=Xl 
REM 3,Vl'IRIABIL.I UTILIZZl\TE! 
REM FX,I,N,N1,P,PX,n,nx,T,X 
REM ******************************************* n = 1. - P 

T = P / O 
N1 N + 

~ "' N: REM FX=PROBCOI 
FX 
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1200 IF X = O THEN GOTO 1260: RFM TERMINE 
121 o RFM rA1..rn1.o PFR RirORRENZA 
1220 FOR l = 1 TO X 
1210 FX = INI - IJ * T * FX I I 
1240 PX = PX + FX 
1250 NFXT l 
1260 nx = 1 + FX - PX 
1270 RF.TURN 
2000 REM ******************************************* 
2010 RF.M SUBROUTINF DISTRTBUZIONF. DI POISSON 
<.'n?O RF.M 
2030 REM REGOLE PER L'USO DEL SOTTOPROGRAMMA 
2040 RFM 1,DATI NECESSARI: 
2050 REM * M=MEDIA 
2060 RFM * X=UALORF DELl.A UARIABil.F. ALEATORIA 
2070 REM 2.RISULTAJI FORNITTl 
?ORO RFM * FX=PROBCUAR.ALEATORIA =XJ 
?090 RFM * PX=PROBCUAR.Al.FATORIA<=XJ 
2100 RFM * QX=PROBIVAR,ALEATORIA>=X) 
2110 RFM 3.UARIABILI UTil.IZZATE: 
~120 REM FX,I,M,PX,nx,x 
2130 REM ******************************************* 
2140 FX = FXP I - M) 
21";0 r::·x = FX 
2160 TF X = O THFN GOTO 2220: RFM TERMINE 
2170 RFM FORMULA DI RICORRENZA 
?lRO FOR I = 1 TO X 
2190 FX = FX * M I I 
2200 PX = PX + FX 
??Hl NFXT I 
2220 nx = 1 + FX - PX 
2210 RF.TllRN 
3000 RFM ******************************************* 
301 o REM SUBROllTINE DISTRIBUZIONF. NORMAI .. E 

RFGOl.F PER l.'LISO DEL SOTTOPROGRAMMA 
1.DATI NFrFSSART: 

* M=MEDIA 
* S=SCl'!RTO nt.IADRl'!TICO 
* X=UAl.ORF DELLA Ui'!RIABILE ~LEATORIA 

?.RISULTATI FORNITI: 
* FX=PROBCUAR.Al.F.ATORIA =X) 
* PX=PROBIUAR.Al.FATORIA<=XI * QX=PROBCUAR.i'!LEATORTA>=X) 

3.UARIABILI UTILIZZATE: 
FX,I,M,PO,PP,PX,nx,s,T,x,y,zy 

4,UETTORF llTil..IZZATO: 
fe(4) 

3020 RFM 
3fl30 RFM 
3040 RF.M 
:~o5o REM 
:.~060 RFM 
3070 RFM 
"~ORO RF.M 
3090 RP1 
:.3100 RFM 
311.0 RFM 
31?0 RFM 
3130 REM 
31.40 REM 
31.50 REM 
3160 REM 
3:170 REM 

******************************************* 

31RO REM 
31.90 REM 

DEFINIZIONE DEI COEFFICIENTI BCI) 

3200 RIOl 1.330274429lBC11 = - 1.821255978lBl2) 
.356563782lBC4) = .319381530 

3210 pp = .2316419 
3220 Y = CX - Ml I S 
3230 ZY = EXP C - Y·* Y I 21 I 2.506628275 
3240 FX = ZY I S 
3250 REM 
3260 REM CALCOLO DI nx roN IL METODO DI HORNFR 
3270 REM 
3?RO T = 1 I Cl f PP * YI 
3290 PO = O 
3300 FOR I = O TO 4 
3310 PO = PO * T + BCIJ 
3320 NEXT I 
3330 PO = PO * T 
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3340 QX = ZY * PO 
3350 PX = 1 - flX 
3360 RETURN 
4000 RFM ******************************************* 
4010 REM SUBROUTINF DISTRIBUZJONF NORMALF A 2 VARIABILI 
4020 RFM 
4030 REM RE GOLF PER I '!.ISO flFL SOTTOPROGRAMMA 
4040 REM 1.DATI NECESSARI: 
4050 RFM * MX=MFDII\ Dl X 
4060 REM * MY=MFDll\ DI Y 
4070 RFM * SX=Sr.l\RTO 0111\DRl\Tir.O Dl X 
4080 RFM * SY=Sr.l\RTO nl.11\DRl\TICO DI Y 
4090 RFM * RO=COEFFTCIENTE DI CORRELl\?IONF 
4100 REM * X=VAlORE DEI.li\ PRIMA Vl\RJl\BILE l\LEl\TORII\ 
411.0 RFM * Y=UI\! ORE TIFl..LI\ SECONDI\ Vl\RIM<ll E f'l!.EATOF:ll\ 
4120 REM 2.RISIJLTATO FORNITO: 
4130 RFM * FXY=PROBCVl\R,l\LEl\TORTE =X,Y) 
4140 RFM 3.Vl'\RIM<ILI llTILIZZl\TE: 
4150 RFM FXY,MX,MY,R,Ro,s,sx,sy,T,UT,X,Y 
4160 REM ******************************************* 
4170 S CX - MXI I SX 
4180 T = IY - MYl I BY 
4190 R = 2 * Cl - RO * ROl 
4200 UT = S * S t T * T - ? * RO * S * T 
4210 UT = EXP C - UT I Rl 
4220 R = SX *BY * SQR 12 * RI * 3,141592654 
4230 FXY = VT I S 
4240 RETURN 
5000 RFM ******************************************* 
501.0 REM SUBROUTINE nISTRTBl.IZJONE CHI-f11. .. 1APRO 
é-020 REM 
5030 REM RFGOLE PER I' 1180 DEL SOTTOF'ROGRAMMA: 
5040 REM t.Dl\TI NFCERSl\RI: 

* NU=NUMERO fil GRl\fll nr I TBFRTA, 
* X=VALORE DELl.I\ VARIABILE ALEATORIA 

2.RISULTATI FORNITI: 
* FX=F'ROBCVl\R,1\1 El\TORII\ =Xl 
* PX=PROBIVAR,l\IEATORil\<=Xl 
* OX=PROBIVAR.ALEATORIA>=Xl 
* GIJ=GAMMAINU/?l 

3.VARIABILI !.ITIL.TZZATEl 
AA 1 I<B,Fll,FM,FX 1 GN,I,N,N2,NU,PX 1 QX,X 

~o~o RFM 
5060 REM 
5070 REM 
5080 REM 
5090 REM 
5100 RFM 
5110 Rnl 
51.20 RF.M 
5130 REM 
5140 RFM 
5150 REM 
5160 REM 

******************************************* 

CALCOLO DI GN=GAMMI\ I NI 1/2 l 
5170 REM 
5180 N2 = NU I 2 
5190 GN = 1 
5200 N = INT CN2) 
5210 IF Nll = 2 * N THEN GOTO 5310 
5220 RFM 
5230 RFM CALCOLO DI GN PER NU DISPART 
5240 RFM 
5250 1F Nl.1 = 1 THEN GfJTO "i29fl 
5260 FOR 1 = 1 TO 2 I N - I STEP 2 
5270 GN = GN * I I 2 
5?80 NEXT I 
5290 GN = GN * 1,77?4528~09 
5300 GOTO 5380 
5;310 REM 
5320 . RFM CA! r.OLO IIT rlN F'FR NI I PART 
5330 REM 
5340 JF Nll = ? THEN GOTO 5380 
5350 FOR I = 1 TO N - 1 STEP 2 
5360 GN = GN * I 
~.'i370 NEXT I 
~~80 Rr=:M 
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c;·wo R'-M 
5400 RFM 
'i4to n: 
~420 '1A = 
";430 BB = 
~44o r=-x = 
~4SO RFM 
5460 RFM 
"i470 RFH 

Ct'll CO!.n nI FX 

X " < N? -· l) 
FXF' ( - X I 2) 

r,N * (? " N?) 
l'"X * l\A I BB 

Cl'ltr.nl .. n r1FLI n SUHLIF'F'n nT F'X 

54RO Fl'I (X I 21 A N? 
";490 Fl'I Fl'I * 1'11'1 I <N? * GNl 
5500 FM = 1. 
5510 F'X = 1 
5520 I = 2 
5530 FM = FM * X I CNU t Il 
5540 F'X = F'X t FH 
5550 IF CFM * Fl'll > lF - 8 THEN I = I t 21 GOTO 5530 
5560 RFH Ll'I PRECISIONE E' OTTENUTl'I 
5570 F'X = F'X * Fl'I 
!5580 nx = 1 - F'X 
c;590 REHIRN 
6000 RFM ******************************************** 6010 RFM SUBROUTINE DISTRIBU7TnNF T DI STllnFNT 
6o?O RFH 
/,030 Rnl 
6040 RFM 
1>0°;0 RFM 
AOMl RFM 
6070 Rnl 
6080 RFM 
/,090 Rr':~! 

6100 REM 
A110 REM 

RFGOLF. F'FR I. 'llSn nFL SnTTnF'RnGRliMMli 
1-Dl'ITI NFCESSl'IRII * Nll=NllMFRO DI GRl'IDI nI LIBFRTli' * X=VAl.ORF DELLl'I Vl'IRil'IBILE l'ILFATORIA 
?.RISllLTl'ITI FnRNITII * RT=F'ROB(-X<=Vt'IR,ALFliTORIA<=XI * F'X=F'RnBIUAR.t'ILFl'ITORil'l<=XI * nX=F'ROBIVAR,t'ILFATORIA>=XI 
3,Ut'IRil'IBILI llTILIZZl'ITEI 

RFM BT,I,NT,Nll,F'X,OX,T,TT,UT,X 
RFM ******************************************** 

X = X I snR (Nlll 
T = l'ITN CXII REM T=THFTl'I 

IF NI I l THFN BT = T * . "'3661977?4 I r;rno 6450 I FffM 
NT = ? * TNT INll I ?I 

TF NT Nl.I THFN runa 6330 
RFM 

f<Tc,A(X/ll 

M?O 
/,13(1 
6140 
At~O 

611,0 
6170 
61.RO 
6190 
6200 
6?10 
/\??O 

RF.M CALCOLO DELLO f)UII LIF'F'O nT t'l<X/Nlll F'FR Nll nT"Wl\RT 
l~FM 

rn cns e r 1 
TT = BT * BT 

6?40 VT = BT 
1>?50 IF Nl.1 = 3 THF.N Gnrn 1,300 
A?A() 
1,?70 
6?80 
6?90 
6:.~oo 
f,31 o 
A3?0 
1,330 
A340 

FOR T = ? Tn Nll - 3 STFF' ? 
UT = ur * I * TT I (1 + 11 
r<T = BT + VT 

NFXT T 
RT = BT * SIN (TI 
BT a IBT t Tl * ,631,6197724 

GOTO 6450 
F<i'"M 
RFM r.i;1 cnr n nFr 1 o St!TI 1.wF·n n1 

63:10 RFM 
6360 TT cns CTI " ? 
A370 BT '" 1 
,L..~RO UT :::: 

6390 IF Nll = ? THnl GOTO A4Ml 
6400 FOR I = t TO Nl .. 1 - 3 STFF' ? 
1,410 UT = UT * 1 * TT I 11 + ti 
64?0 BT = BT + UT 
1,430 NFXT I 
6440 BT BT * SIN ITl 
6450 F'X • 11 t BTl I ? 
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A4<'>0 nx '= I ·- P)( 
1,470 RF'TI IRN 

4 - ESEMPIO PRATICO 

L'esempio permette di calcolare le funzioni relative a ciascuna delle sei distribu
zioni partendo dai seguenti parametri iniziali: 

1 - Binomiale: 

2 - Poisson: 

3 - Normale: 

p 
n 
X 

.5 
3 

mu = 1.8 
X= 4 

mu = 2 
sx = 3 
X = 5 

4 - Doppia normale: 

5 - Chi - quadro: 

6 - t di Student: 

RUN 

mx= .1 
SX = 1.4 
my = 2.4 
sy = .9 
rho = .75 
X 1 
y = 2 

nu = 3 
X= 1 

nu = 19 
X = .257 

CM.COLO DELLE DISTRIBUZIONI 
!HIHISTICHF 

111.JTORElH.Hl\UT 

I.SCEGLIERE I.I\ DISTRIBUZIONE: 
l=DISTR. BINOMil\LE 
2=DISTR. DI POJBBON 
3=DISTR. NORMl\LF 
4=DISTR. NORMl\LE I\ 2 Vl\Ril\BILJ 
~=DISTR. CHI-QUl\DRO 
6=DJSTR. T DI STUDENT 
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?.DEFINIRE I PARAMETRI DELLA DISTRIBU
ZIONE SCELTA 

3.INSERIRE IL VALORE DELLA VARIABILE 
ALEATORIA PER CUI DEVE ESSERE 
EFFETTUATO IL CALCOLO 

PRFMFRF UN TASTO PER PROSEGUIRE 
SCELTA DELLA DISTRIBUZIONE 1 
DISTRIBUZIONE BINOMIALE: 

P=PROBABILITA' DI SUCCESSO 
N=NUMERO DI PROVE 
X=NUMERO DI EVENTI FAVORFVOL.I 

F'=.~ 

N=3 

X=!. 

PROBIVAR.ALEATORIA =Xl=,375 
PROB<VAR.ALEATORIA<=X)=,5 
PROBIVAR,ALEATORIA>=Xl=.875 

ALTRO CALCOLO! <SO N)I N 

1 

RUN 
CALCOL.O DELLE DISTRIBUZIONI 

STATISTICHE 

AUTORE I H, HAI IT 

1..BCFGLIERE LA DISTRIBUZIONE: 
l=DISTR, BINOMIALE 
?=DIBTR, DI POISSON 
3=DISTR. NORMALE 
4=DISTR, NORMALE A 2 VARIABILI 
5=DISTR. CHI-QUADRO 
~~nrSTR. T DI BTUDENT 

?.DEFINIRE I PARAMETRI DELLA DISTRIBU
ZIONE SCELTA 

3.INSERIRE IL VALORE DELLA VARIABILE 
ALEATORIA PER CUI DEVE ESSERE 
EFFETTUATO IL CALCOLO 

PREMERE UN TASTO PER PROSEGUIRE 
SCELTA DELLA DISTRIBUZIONE 2 
DISTRIBUZIONE DI POISSON: 

MIJ=MEflIA 

MU=1.8 

X=4 

PROB(VAR.ALEATORIA =Xl•,0723017337 
PROB<VAR.ALEATORIA<=X)=,963593339 
PROB<VAR.ALEATORIA>=Xl=.108708394 

ALTRO CALCOLO? <SO Nll N 
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RUN 
CALCOLO DELLE DISTRIBUZIONI 

STATISTICHE 

AIJTORE:H.HAUT 

I.SCEGLIERE LA DISTRIBUZIONE: 
1=DIBTR. BINOMIALF 
?=DISTR, DT POISSON 
3=DISTR, NORMALE 
4=DISTR, NORMALE A 2 VARIABILI 
5=DIBTR, CHI-nUADRO 
6=DISTR, T DI STUDFNT 

?.DEFINIRE I PARAMETRI DFLLA DISTRIBU
ZIONE SCELTI\ 

3.INSERIRE IL VALORE DELLA VARIABILE 
ALEATORIA PER CUI DEVE ESSERE 
EFFETTUATO IL CAl.COLO 

PREMERE UN TASTO PER PROSEGUIRE 
SCELTA DELLA DISTRIBUZIONE 3 
DISTRIBUZIONE NORMALE: 

MU=MEDIA 

MU=2 
S=3 

X=5 

S=SCARTO nUADRATICO 

PROBCVAR,ALEATORIA =XJ•,0806569082 
PROBCVl\R,ALEATORIA<=XJ=,84134474 
PROBCVAR,ALEATORIA>=XJ=,15865526 

ALTRO CALCOLO? es o NJ: N 

RUN 
CALCOLO DEL.LE DISTRIBUZIONI 

STATISTICHE 

Al.fTORE: H, HA!JT 

I.SCEGLIERE LA DISTRIBUZIONE: 
1=DISTR. BINOMIALE 
2=DISTR, DI POISSON 
3=DISTR. NORMALE 
4=DISTR, NORMALE A 2 VARIABILI 
5=DISTR, CHI-nUADRO 
6=DISTR, T DI STUDENT 

2.DEFINIRE I PARAMETRI DELLA DISTRIBU
ZIONE SCELTA 

3, INSERIRE IL VALORE DELl..A VARIABILE 
ALEATORIA eER CUI DEVE ESSERE 
EFFETTUATO IL CAl.COLO 

PREMERE UN TASTO PER PROSEGUIRE 
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SCELTI'! DEl .. 1...1'1 DISTRII<UZIONE 4 
DIBTRIBUZIONE NORMALE l'I 2 Ul'IRil'IBILI X,Y: 

MX=MEIIIl'I F'ER X 
MY=MEDil'I PER Y 
SX=SCl'IRTO GUl'IIIRl'ITICO DI X 

SY=SCl'IRTO GUl'IDRl'ITICO DI Y 
RO=COEFFICIENTE DI CORRFLl'IZIONF 

MX=1.1 
SX=1.4 
MY=2.4 
SY=.9 
R0=.75 

X=1 
Y=2 

F'ROBCVl'IR.l'ILEl'ITORIE =X,Y)=,159963727 

l'll.TRO Cl'll...COLO? <SO NJ: N 

] 

RUN 
CALCOLO DELLE DISTRIBU7IONI 

STATISTICHE 

l'llJTORF.: H, H~il. IT 

l.SCEGl...IERE Ll'I DISTRIBU?IONE! 
l=DISTR, BINOMIALE 
2=DISTR. DI F'OISSON 
3=DISTR. NORMl'ILE 
4=DISTR. NORMl'ILE l'I 2 Ul'IRIABIL T 
5=DIBTR. CHI-GUl'IDRO 
6=DISTR. T DI STUDFNT 

2, DEFINIRE I F'l'IRl'IMFTRI DELLl'I r•ISTRIBl.I .. ·· 
ZIONE SCEl ... Tl'I 

3.INSERIRE IL VALORE DELl.l'I Ul'IRil'IBILF. 
l'ILEl'ITORil'I F'FR CUI DEVE ESSERE 
F.FFETTUl'ITO IL Cl'ILCOLO 

PREMERE UN Tl'ISTO PER PROSEGUIRE 
SCELTl'I DELLl'I DISTRIBUZIONE 5 
DISTRIBUZIONE CHI-GUl'IIIRO : 

NU=NUMERO DI GRADI III LIBERTI'!' 

NU=3 

X=l 

F'ROB!VAR.l'ILEl'ITORil'I =XJ=,241970861 
F'ROBCVl'IR.ALEATORil'l<=Xl=,198748155 
F'RDB!Ul'IRol'ILEl'ITORil'l>=Xl=.801251845 

ALTRO Cl'll..CDLO'r es o N>: N 

1 
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RUN 
r.l'I! r.nt n flEl.l.F flTSTRTfCl!'1InNI 

STl'\l"ISTJCHF 

1'11 ITIJRF: H. H,.,llT 

j .sr.FGI IFRF LI'\ flJSTRTr<U7Tnm:: 
t=flTSTR. fCTNOMTf\lF 
?=flTSTR. flT POJSSON 
3=DIRTR, NORMl'\l.E 
4=fllSTR. NORMf\lF f\? Uf\Rlf\Rll.I 
5=flTSTR. r.H1-nul'lnRn 
A=flTSTR. T rn !Hl lflFNT 

?.DFFTNTRF T Pf\Rl'IMl=Tl'1T flt=I I l'I l"ITSTRTRll-
7IIJNF Sr.FLTfl 

3. TNSFRIRF. TI t_Jl\I. nRF flFl. l..f\ VART/\RTI F 
Al FATnRTA ~·FR r.11r flFUF FSSFRF 
FFFl=TTllATn TI r:AJ rrn n 

PFWMFRF !IN TARTn pt=R PRnSFGll"fFIF 
c;rFt TI'\ r1i::-1 __ J..f\ flTSTRTRll7tnNF. A 
flTS'TRIFl17tnNF T nr STl.irlFNT! 

Nll=NllMF.Rn nr GRl\flT nr I H<FRTl'I' 

Nl1=19 

P~nRl-X<=Ul'\R.l'\I FAT.<=XJ=.?OOO~R704 

PRORIUl'\R.l'\I FATnRil'l<=Xl=.A000?93~? 
PRIJRIUl'\R,AI FATIJRTA>=YJ=.399970A4R 

Al Tr~n ['.l'\I r.rn IJ? IS n Nl l N-

tempo d'esecuzione: 1" 
memoria richiesta: 8446 bytes (senza REM 3108). 
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PROGRAMMA NUMERO 14 

REGRESSIONE AD UN PARAMETRO 

Le regressioni ad un parametro, presentate in questo capitolo, permettono di adat
tare dei dati sperimentali ad una retta o una curva polinomiale di ordine superiore o a 
una curva di tipo esponenziale o ad una curva di tipo logaritmico. 

1 __ METODI NUMERICI 

1.1 - Regressione lineare semplice 

Siano date due variabili x e y legate tra loro da una legge lineare del tipo: 
y = U + ~X 

Il problema della regressione consiste nello stimare i valori da attribuire ai para
metri a e~ a partire da un insieme di n dati sperimentali X;, Y; (i = 1, 2, ... , n). 

Supponiamo ora che siano verificate le seguenti ipotesi supplementari: 

a) i valori X; sono esenti da errori sperimentali di misurazione 
b) i valori Y; sono soggetti a degli errori di misura E:; statisticamente indipendenti e 

aventi distribuzione normale con media O e varianza cr 2 • 

Abbiamo risolto il problema della regressione applicando il metodo dei minimi qua
drati che consiste nel calcolare la somma degli scarti quadratici 

e nello stimare i parametri a e~ con i valori a e b che rendono minimo il valore di Q. 
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Per ottenere ciò basta risolvere il sistema: 

I: (y. - a - bx;) =O 
j I 

I: (y. - a - bx;) X; =O 
I I 

che ha per soluzione: 

b= I: (x1-X) Yi 
I: (X; - X)2 

(1) a =-Y- bx 

ovex = 1/n I:x; e y = 1/n I:y; 

Sostituendo nella (1) l'espressione Y; = a + ~ X; + E:; si giunge ad esprimere a e b in 
funzione di a e ~-

b=~+ 

a=a+ 

I:E;(x;-X) 
I: (X; -X)2 

I: E; 
n 

xl: Ei (X; - X) 
I: (X; -X)2 

Queste espressioni permettono di calcolare i valori "aspettati" per a e b; E [a I ed 
E[b) (valori medi di a e b). 
Poiché E [a I = a e E [ b l = ~ si può dire che a e b sono dei buoni estimatori per i para
metri a e ~. 

Il calcolo della varianza e della covarianza per a e b dà poi i seguenti risultati: 

(2) 
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2 
O'=E[(a-a) 2]= 0' 2 (1/n+ 

a I: (X; -X)2 

2 
O' =E [(b- ~) 2 1 = 

b I: (X; - X)2 

O' a,b = E [(a - a) (b - ~)] = -x cr2 
I: (X; -X)2 



Si può dimostrare infine che s2 = I:(Y; - Y; )2/(n - 2) è un buon estimatore di cr 2 

(E [ s2 ) = cr 2 ) e tramite esso calcolare i valori delle (2). 

11 programma realizzato calcola, a partire dai dati sperimentali i valori di a,b, cr 2 , 

0'82 , O'~ , O'ab e permette di effettuare un'interpolazione per X O y dati. 

1.2 - Adattamento ad altre curve ad un parametro 

L'adattamento a una curva del tipo y = axb si riduce ad una regressione lineare 
passando ai logaritmi: 

In y = In a + b . In x 

Applicando allora il metodo illustrato in precedenza all'insieme di dati (In x;, In Y;) si 
possono stimare i valori di In a e di b. 

Nello stesso modo si può operare nel caso di una funzione esponenziale del tipo y 
=a e bx, applicando la trasformazione: 

In y = In a + bx 

Nel caso di una funzione di tipo logaritmico del tipo y = a + b In x non si rendono 
necessarie ulteriori trasformazioni essendo la stessa già lineare nei parametri a e b. 

Riferimenti bibliografici: 82, C5, G1, H2, M1. 
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2 - DIAGRAMMA A BLOCCHI 

INl210 

Stamp~ 
dei risultar - - - - - - -

o 

176 

Scelta della regressione: 
1:y=a+bx 
2 : y = axb 
3:y=acbx 
4 : y = a + blnx 

- - - - -{numero dei dati 

f nserimento dei 
- - - - dati sperimentali 



y-::. 
A+G>C 

,..----
1 
I 

Stampa 
valore di X 

Inserimento 
valore di X 

Inserimento 
valore di Y 

I 

Stampa 
valore di Y 
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N 

XM :: rJ 
YM .. ~ 
'><Y ~ </> 
)(t = rp 
ss ... " 

.r ::. I + -1. .__"--e 

N 

Y.y: ~y 

+(llCl)-XM)YU) 

- - - - {Regressione lineare: y = a + bx 

- - - - -{nizializzazione 

{
){1'1::. >l 

----- Yli-: ~ 

s 



O: XY /Y.~ 
A-=- YM-&'lfoX 

S S-: ":JS /Crt-2 

_______ fcalcolo dei parametri 
talla regressione 

--- -----fs~cr' 

~A = cr'a 
- - - - - - - SB = O" 'b 

AB= O" ab 
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A 
A = e. 

RETllfO/ 

J Regressione -- -1y = axb 
r Regressione 

- - - l_v = aebx 

{
Cambiamento o f C bi t 

- - - di variabili _ _,._ ....... Y<l):w..yci - - -1d1a:ri:~~n o 

___ _ f cambiamento 

Ldi variabili 
A:. e.A ___ ....... 
RETIJRN 

__ -fcambiamento 
di variabili 



Ji f'J(J{J - - - -[ "'9'•"'""" Y ~ a + blo ' 
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3 - PROGRAMMA 

3 
4 
5 
6 
7 

REGFffSSIONI l'lf1 1 .. IN F'llRl\MFTRO 

111 .. ITORE I H, H!'ll.IT 

DESCRIZIONE: 
8 
9 
to 
u 
1.2 
13 
1.4 
1.~ 
100 
110 
120 
1.30 
1.40 
160 
170 
1.80 

REM 
REM 
REM 
REM 
RFM 
REM 
REM 
l~FM 
r~EM 

RFM 
REM 
RFM 
RFM 
RFM 

Il. F'ROGRllMMll F'FRMETTF DI llDATTllRF UN INSIEME 
DI DllTIIXIIl,YITll A UNII RFTTll, Il UNA CURVI\ 
DFL TIF'O A*X"B, A 1.INA CLIRV1'1 FSF'ONFNZTllLE 
O Il UNII CURVI\ LOGllRTTMTC!'I 

************************************************* 

REM 
REM 
REM 
HOME 
PRINT 
PRINT 
F'RINT 
F'RTNT 
DllTI: 

REGOLE D'USO 

TllBI 5ll'RFGRESSIO~I llD UN PllRllMETRO' 
: F'RINT TllBI 20); 'llUTORFlH.Hllt.JT' 
: PRINT 
'1,DEFINIRF IL TIF'O DI CURVI\ Il CUI SI 

l=RFTTll 
VOGLIONO !'IDl\TTl\RE T 

?=Fl.IN?T 
ONE DEL TIPO ll*X"B 3=CURV!'I ESPONENZIALE 

4=Cl.IRVll LOGllRITMICll' 
F'RINT 
PRINT '?, INTRODLIRRE IL NUMERO 
PRTNT 

DI Di'ITT SPERIMEN- Tlll. T' 
190 
200 
210 
220 
230 
?40 
2~0 
260 
270 
280 
290 

F'RINT •3,INTRODURRF 1...E f;OPF'TE CX(T.)-:YCT)) l.'UNA DOPO I '!6iLTRA• 

300 

310 
320 
330 
340 
350 
:-160 

VTAB C?2>: PRINT 1 PRFMFRE l.JN TASTO PER PROSFGLJIRF •: GET A$ 
HOME 
REM 
REM GESTIONE DEI DllTI IN INPUT 
REM 
DIM MO$C4>,VE$14l,Vll$14l 
FORI = 1 TO 4: RFllD M0$1Il,VF•IIl,Ul\$1Ill NFXT I: RFM PRFPllRll?IONF 

PER L'IMPllGINllZIONF 
DllTll 'Y=ll t B*X', • Y •,' A ', 'Y=!'I * IX"Bl' ,.'!.N<Yl', 'LNC!'ll', 'Y= 
Il* EXF'IB*X'. I 'LN(Yl •• 'LNll\) •• 'Y=,0- + B*LNIX).'. y • • • Il 
PRINT 'TIPO DI REGRESSIONE!' 
FORI= l TO 41 PRINT TllBI 20>1Il'='IMO•<IJ: NEXT 
INPUT 'VOSTRI\ SCELTI\ 11,2,3,4 ll'ICH 
PRINT : PRINT 
INPUT 'NUMERO DI PUNTT= 'IN 
REM 

370 REM 
380 RFM 

ISTRUZIONI DT DIMENSTONl\MENTO 

400 REM 
410 DIM. XINl,YINJ 
415 REM INSERIMENTO DllTI 
420 FOR I = 1 TO N 
430 PRTNT 
440 PRINT I 
450 CV= PEEK 13711 VTllB CCVII HT!'IB 1101: INPUT 'X="IXIII 
460 HTllB 11011 INPUT 'Y='lYIIl 
470 NEXT I 
480 RFM 
490 RFM CHillMllTll DEL SOTTOPROGRl\MM!'I RICHIESTO 
500 REM 
510 ON CH GOS!.IB 1.000,2000,3000,4000 
~';20 REM 
C.30 REM GESTTONE DEI RIS!.ILTllTT 
540 REM 
550 HOMF 
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~;60 PRJNT _•MODELLO: ' ; MO$ e r~H l 
570 PRINT 
580 PRINT 'STIMA DI A =";A 
590 PRINT 'STTMA DI B =";B 
1,00 PRTNT 
610 PRINT 'VARIANZA DI •;UF$(CH);•=·;ss 
6?0 F'RINT 
630 PRINT 'VARIANZA DI 'IUA$CCHll'='lSA 
640 PRINT 'VARIANZA DI B =";RB 
650 PRINT : PRINT 'COVARIANZA DI ";VA$CCHl;',B =";AB 
660 PRINT : PRINT '======================================' 

REM 
REM 
REM 

POSSH<Il ITA' DI INTERPOi.AZIONE 
6/'0 
6RO 
690 
700 
7!0 

PRTNT: INPUT 'CA1r.010 l'l'INTFRPOL .. AZIONF IS n NI :•;11$ 
IF A$ = 'N' THFN FND 
INPUT 'INTFRPOLAZTONF PFR X O Y•l'A$ 
JF A$ = •y• THFN GOTO R?O 

720 
no 
740 F'RINT : HTAB (~) ~ T.NF'IJT ·x=· ;x 
750 ON CH GOTO 760,770,7R0,790; RFM 
760 Y A + B * x: GOTO 800 
770 Y =Il* IX ARI: GOTO ROO 
780 Y =A* FXP cB *Xl: GOTO 800 

y = A + B * ! on CXI 
PRINT Tl\BC 51;·v~·;v 
GOTO 700 

TNTFRPOI l\ZTONF IN Y 

PRINT l HTAB <51: INPUT 'Y='IY 
ON CH GOTO 840,850,860,870: REM INTERPOLAZIONE IN X 

X IY - A) I Bl GOTO 880 
X= (Y I Al A (1 I Bl: GOTO 880 
X = LOG <Y I Al I B: GOTO 880 
X= EXP ((Y - Al I Bl 

PRINT TABI 51;·x=·;x 
GOTO 700 

790 
800 
R10 
820 
830 
840 
850 
860 
870 
880 
890 
1000 
1010 
!.020 
l.030 
1040 

REM ********************************************** 
REM SOTTOPROGRAMMA PER LA REGRESSIONE LINEARE 

!.050 
l.060 
l.070 
1090 
!.100 
tuo 
1 :1.20 
U.30 
l.1.40 
U50 
!.160 
l!.70 
l.180 
], 1.90 

REM 
REM 
REM. 
REM 
REM 
REM 
REM 
REM 
RFM 
REM 
REM 
REM 
REM 
REM 
REM 
REM 
REM 

1200 REM 
121.0 REM 
1.220 REM 
1230 REM 

REGOLE PER !..'USO DEL SOTTOPROGRAMMA 

1oDATI NECESSARI: 
* N=NUMERO DI PUNTI 
* X<Il,Y(I) 11=1,,,,,N) =COORDINATE DI TALI PUNTI 

2.RISULTATI PORNITI: 
* A,B = PARAMETRI DFL.LA RETTA DI 

REGRESRJONE Y = A + B*X 
* SS=VARIANZA DEGLI Yeti 
* SA=VARIANZA DI A 
* SB=UARIANZA DI B 
* AB=COVARIANZA DI A,B 

3.VARIABILI l.ITILIZZATEl 
A,AB,B,I,N,SA,SB,SS,X2,XM,XY,YM 

4.VETTORI UTILIZZATI: 
X(N),Y(N) 

********************************************** 

INIZI AL.IZZAZIONE 

o 1240 XM = O:YM 
1250 xv = o:x2 = o 
1260 ss = o 
1270 RFM 
1280 REM 
!.?90 REM 

CALCOLO DI XM F YM <VALORI MEDI DI X F Yl 

1300 FOR I = 1 TO N 
1310 XM = XM + XCII 
1320 YM = YM + YCII 
1330 NEXT I 
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1:.Ho 
1.~~o 
131>0 
1370 

1380 
1390 
1400 
1410 
'1420 
14:<10 
1.440 
1450 
1.460 
1.470 
14BO 
1490 
1500 
1.510 
1520 
1530 
1540 
1550 
1560 
1570 
15fl0 
l.590 
1600 
161.0 
2000 
2010 
?020 
2030 
2040 
?050 
2060 
2070 
20fl0 
2090 
2100 
2110 
2120 
2130 
2140 
2150 
2160 
2170 
2180 
2190 
2200 
2210 
2220 
2230 
2240 
2250 
2260 
2270 
22f!O 
2290 
2300 
231.0 
2320 
2330 
2340 
3000 
3010 
30::>0 
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XM = XM I N 
YM = YM / N 

RFM 
RFM r111 .. r.rn .. n nT X2=SOMMI\ !'IFGI .I SCARTI !1Ul\DRl\TTrI F XY=SOMMA DEGLI 
(X!Il-XMl*YCJ) 
RFM 
FOR I = 1 rn N 

X2 = X2 + (')((I) - XM) A 2 
XY = XY + <X<I> - XM) * Y<I> 

NEXT I 
REM 
REM Cl\l.r.OI O DFT Pl\Rl\MFTRT Il F B 
REM 

B = XY / X2 
Il = YM - B * XM 

REM 
REM r111 .. rOLO TIFI .U\ Vl\RillN711 DI y (I) 

REM 
FOR = l Hl N 

SS = SB + (Y(TJ - Il - B * XCJ)) A 2 
NEXT I 

SS = SS / <N - 2) 
RFM 
RFM r11tr.OLO DEL!.E ALTRE Vl\RTl\N7E 
REM 

SII= SS * ((1 I NJ + CXM * XM I X?JJ 
SB = SS I X2 
l\B = - SS * XM I X2 

RETURN 
REM ********************************************* 
REM BOTTOPROGRllMMI\ PER L'l\[11\TTl\MENTn f\D lJNI\ rURVI\ 
REM 

REGOLE F'FR I.' I. ISO DFI SOTTOPROGRl'!MMI\ 

1,Dl\TI NECESSARI: 
* N=NUMERO DI PUNTI 

DI POTFNZI\ 

REM 
REM 
RFM 
RF.M 
RFM 
RF.M 
RFM 
REM 
REM 
REM 
REM 
REM 
REM 
REM 
REM 
REM 
REM 
RF.M 
REM 
REM 
REM 
REM 
FOR 

* X<IJ,Y(Il (1=1,,,,,N) =r.OORDTNl\TE DI TALI PUNTI 
?.RISULTATI FORNITI: 

* 11,8 = Pl\Rl\METRI DFl ... !..A CURVI\ flI REGRESSIONE 
Y = A*(XABJ 

* SS=Vl\Ril\NZI\ Dl !..NCYCIJ) 
* Sl\=Vl\Ril\NZI\ DI LN<AI 
* SB=Vl\Ril\NZI\ fil B 
* l\B=COVl\RillNZI\ DI LNCllJ,B 

3,Vl\Ril\BILI UTILIZZATE: 
I\, I ,N 

4.VETTORI UTILIZZATI: 
XCN> ,Y<Nl 

5.SOTTOPROGRl\MMI\ CHil\MllTO: 
1000 ! REGRESSIONE LINEARE 

********************************************* 

X( I> 
YCI) 

NEXT I 
REM 
REM 
REM 

Cl\MBillMFNTO DI Vl\Ril\BILI 

= 1 TO N 
LOG CX(I)) 
L.OG <YCJ)) 

CHil\Ml\TI\ DEI SOTTOF'ROGRl\MMI\ PER LI\ REGRESSIONE LINEARE 

GOSUB 1000 
I\= EXP (/\): REM TRl\SFORMllZIONE INVERSI\ 

RETURN 
REM ********************************************* 
RFM SOTTOF'ROGRl\MMI\ D'l\DllTTl\MFNTO l\D UNA CURVI\ FSPONENZ11\LE 
REM 



3030 
3040 
3050 
3060 
3070 
3080 
3090 
3l00 
3110 
3120 
3130 
3140 
3150 
3160 
3170 
3180 
3190 
3200 
3210 
3220 
3230 
3240 
3250 
3260 
3270 
3280 
3290 
3300 
3310 
3320 
3330 
4000 
40l0 
4020 
4030 
4040 
4050 
4060 
4070 
4080 
4090 
4100 

REGOLE F'ER L ·' l.ISn DEL SOTTnPROGRMIMll 

1,Dl\TI NECFSSllRil 
* N=NUMEFW DI PUNTI 
* X<Il,Y(I) <T.=1,1,.,NJ =COORDINllTE DI TAi.I F'!.INTI 

?oRISULTllTT FORNITI: 
* 11,B = PllRllMETRI DEL.LII CURVI\ DI REGRESSIONE: 

Y = ll*EXP<B*Xl 
* SS=VllRillN711 DEI LN(Y(Tll 
* Sl\=VllRTllN711 DI LN(I\) 
* BB=VllRillN711 DI B 
* llB=COVllRillNZll DI LN(llJ,B 

3,Vl\RillBILI UTILIZZllTEI 
11,I ,N 

4, VETTORI 1.ITIL.IZllTI: 
X<Nl ,Y(N) 

5,SOTTOPROGRllMMll UTil..IZZllTOI 
1000 I REGRESSIONE L.INFllRE 

REM 
RFM 
REM 
REM 
REM 
REM 
REM 
REM 
REM 
REM 
REM 
REM 
REM 
REM 
REM 
REM 
REM 
RFM 
REM 
REM 
REM 
REM 
FOR 

********************************************* 

CllMBillMENTO DI VllRillBILE 

= 1 TO N 
L.OG (Y( Il l Y< I> 

NEXT 
REM 
REM 
REM 

CHillMllTll DEL SOTTOPROGRllMMll PER LII REGRESSIONE UNE/IRE 

GOS!JB 1000 
Il= EXP (l\J: REM TRllSFORMllZIONF INVERSI\ 

RETURN 
REM ********************************************* 
RFM SOTTOPROGRllMMll PER I 'llDllTTllMFNTn l\fl LINI\ CURVI\ I. nGllrHTMTCll 
REM 

RFGOLF PER L 'USn TIFI SOTTOPROGRllMMll 

1,Dl\TI NECFSSllRil 
* N=Nl. IMFRO DI PUNTI 

REM 
RFM 
REM 
REM 
REM 
RFM 
RFM 
REM 

* XCil,YCll CT=1,.,,,Nl 
2, RISI IL.TllTT FORNITI: 

=COORDINl\TF Til Tt'\! T RllNTI 

* Il, B = PllRllMFTRI T1FI ! Il 
Y = lltB*L.NCXl 

CllR\!A nI F1FGRFSRI!1NF: 

4110 RFM 
4120 REM 
4130 REM 

* SS=VllRillNZll DT Y<Il 
* Sll=VllRTAN711 DT Il 
* SB=Vl\RTl\NZll DI B 

4140 
4150 
4160 
4170 
4180 
4190 
4200 
4210 
4220 
4230 
4240 
4250 
4260 
4270 
4280 
4290 
4300 
4310 
4320 

REM 
RFM 
REM 
REM 
RFM 
REM 
RFM 
RF.M 
REM 
RFM 
RFM 
FOR 

X( I) 

NEXT 
RFM 
REM 
REM 

* llB=COVllRillNZll DI 11,B 
3.VllRillBILT UTIUZ?llTFl 

I,N 
4-VETTORI llTil..IZ7'°!TT: 

XCNI ,YCNl 
5,SllBROUTINE CHillMllTAI 

1000 l REGRESSIONE 1..JNEARF 
********************************************* 

C'°!MBJ'°!MENTO nT Ul\RTARTI T 

= l TO N 
L.OG (X<Ill. 

CHillMllTll nEI.. snTTOF'ROGR'°!MMl'I PFR I'°! REGRESSIONE LINEllRF 

GOS!.IB tOoO 
RETURN 
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4 - ESEMPIO PRATICO 

Vengono presi in considerazione l'adattamento ad una retta e ad una funzione del 
tipo y = axb. Per ciascuno dei due casi sono state scelte 5 coppie di valori 
sperimentali e precisamente: 

a) per y = a + bx X 

y 4.95 

b) per y axb X 

y 4.97 

RUN 
REGRFRSinNT l\rl IJN F'l\Rl\MFTRO 

llUTDRE!H.Hl\UT 

t.DEFTNTRF TL TIPO DI CURVI\ Il CUI SI 
VOGI TONO l\rll\TTllRE' I [•/\TI: 

1=F:FTTll 
?=Ft.INZIONE [lfl TIPO ll*X"B 
3=Ct1RVI\ FSPONF.:NZilll.E 
4=CLIRVll LOGllRTTMICll 

?, INTRODURRE' Il.. NIJMFRO flT Tll\TT SPFRIMFN·· 
Tl\LI 

3.INTROflURRE LE COPPIE IXCIJ,YIIIJ L'UNII 
flOPO L'l\l..TRll 

PREMFrff t.IN Tl\STO PER PROSEGUIRE 
TIPO fil REGRESSIONE: 

:i.'"Y=I\ t B*X 
?=Y=l'I * CX"BI 
3=Y=ll* EXPIB*XI 
4=Y=ll + B*l .. N CX I 

VOSTRI\ RCFl.Tll C:l.,?,3,4 1:1 

NUMERO DI PUNTI= 5 

3 

4 

X=l. 
Y=4.9~ 

X=::> 
Y=B.03 

X=3 
Y=HL 78 

X=4 
Y=l.4.06 

Y=1.6.:W 
MODFl .. 1 O; Y=ll + Bll:Y 
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2 3 4 5 
8.03 10.78 14.06 16.39 

2 3 4 5 
39.81 136.01 318.76 627.20 



STTMA flT A 
STTMA frT B 

=?t ·r 69 
=?,891 

UARIAN?A nT y =·0612900006 

VARIAN?A DI A =,0674190006 
UARTAN7A TIT B =6.1?90000AF-n~ 

COVARIANZA DT A ,B =-,0183870002 

c111rmn WTNTEr~POl..A?IONF (B o N) IS 
INTFRPOl..A7IONF PFR X o V?IY 

Y•c1 o 
X=?~7087~13 

CALCOLO D'TNTERPOl..'°IZIONF rs o N) IN 

RUN 
REGRESSIONI AD UN P'°IRl\MFTRO 

r'IUTORE!H,HAUT 

1,flEFINIRF IL. TTPO DI Cl .. IRUA A Cl .. II ST 
VOGLIONO ADATTARE I DATI: 

l=RETTA 
2=EUNZIONE DEL TIPO A*XftB 
3=CURVA ESPONENZIAl.E 
4=CURVA IOGARITMICA 

?.INTRODURRE IL NUMERO DI DATI SPERIMEN
TALI 

3.INTRODllRRE 1..E COPPIE (XITl,Y<T)) I '1.INr'I 
DOPO I 'Al. TRA 

PREMERE UN TASTO PER PROSEGUIRE 
TIPO fil RFGRESSIONEI 

1.=Y=A t B*X 
2=Y=A * ()1-'B l 
3=Y=A* EXP ( T~*X) 
4=Y=A + B*I. N I X) 

VOSTRA SCEl.TA 11,?,3,4 li? 

Nl.IMFRO DI F'llNTT= e; 

2 

4 

X=1 
Y=4,97 

X=<? 
Y=,39. 81. 

X=':>: 
Y=1 'tA.01 

X=4 
Y=318,76 
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Y.::::~; 

y,,,,<,?7.?0 
MOTIFI I nt Y·"''°' * O'.'fll 

STTM'°' DI A 
STTM'°' TIT l'I 

:::L\. 970/, 1 -z~=i~.i 
=::;, 0oc;~n4c;9 

tlf1RTAi'.J"7.A nr I NlA!~::"'.'1.-:::."1"A10?r.:---os 

V'°'RT ... N?A DT TI =l.904~949RF-o<; 

CAl.COI n Tl'INTFRPm.AZIONF IS n N) !S 
lNTFRPnl.AZTONF PFR X n Y•tx 

X"'"' 
Y=10R4.'(lA114 

CAlCOlO n'INTFRPOl.A?TONF IR a Nl !N 

tempo d'esecuzione: 2" 
memoria richiesta: 7063 bytes (senza REM 2111) 

188 



PROGRAMMA NUMERO 15 

REGRESSIONE LINEARE MULTIPLA 

Questo programma sulla regressione lineare multipla permette di adattare dei dati 
sperimentali ad un modello teorico funzione lineare in diversi parametri, che dovran
no essere opportunamente stimati. Il programma fornisce i valori relativi agli estima
tori di questi parametri, i valori delle loro varianze e delle loro covarianze ed il valore 
della varianza della variabile dipendente. 

1 - METODO NUMERICO 

Il problema della regressione lineare multipla consiste nello stimare gli r parametri 
~,. ~2 •••• , ~.di un modello lineare del tipo: 

Y = ~1 X;1 + ~2 Xj2 + ·· · ~r X;r 

sulla base di n insiemi di dati (x;1, x;2, ... , x;,, Y; per i = 1, 2, ... , n). 

Come nel caso della regressione lineare semplice si supporrà che i valori Xik 

rappresentino delle misure esenti da errori sperimentali e che le Y; siano invece 
soggette ad un errore aleatorio E;, di media O e varianza <!2• 

La soluzione si basa sul metodo dei minimi quadrati ed in particolare gli estimatori 
fedeli dei parametri~,. ... , ~.sono i valori che rendono minimo lo scarto quadratico: 

11 valore degli estimatori si ottiene quindi risolvendo il sistema di r equazioni in r in
cognite: 

(1) (k = 1, 2, ... , r) 

189 



Introduciamo ora le matrici: 

Xk [x1k, Xzk• ... , XnkJT (k = 1, ... , r) 

Y IY1·h····YnJT 
B [b,, b2 , •.• , b,]T 

['I IP,. P2· ... , P,JT 
X = matrice (n, r) le cui colonne sono X,, X2, ... ,X, 

ove T denota la trasposta della matrice. 

Con queste notazioni, il sistema (1) può essere scritto nella forma matriciale 
(XTX) B = xry e la soluzione (vale a dire la matrice colonna B degli estimatori dei P1), è 
data da: 

Si può allora calcolare la matrice delle covarianze l:b: 

i:= E [(B - Pl (B - Pl r1 = cr2 (xrx)-1 
b 

in cui un estimatore fedele di cr 2 è dato da: 

s2 = (somma residua dei quadrati) 
n - r 

ove la somma residua dei quadrati è data da 

I: (Y; -9;) 2 con Y; = b, x;1 + b2 x;2 + ... + b, x;, 
I 

Riferimenti bibliografici: CS, G1, H2. 

2 - TECNICA DI PROGRAMMAZIONE 

Dopo aver definito le matrici X e Y nel modo seguente: 

X 

x,,x12 .. ·X1r 
X21 X22 ... Xzr 

Xn1 Xn2 · · · Xnr 

y 

si calcola il valore di xrx e lo si memorizza in una matrice AA(r,r) mentre in una 
matrice BB si memorizza xr. 
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L'uso del sottoprogramma per l'inversione di una matrice permette di risolvere 
l'equazione (2) fornendo la soluzione nella matrice 88 e (XTX)-1 in AA. Quest'ultima, 
moltiplicata per a 2 fornirà la matrice delle covarianze I:b. 

Per calcolare la somma residua dei quadrati, si calcola dapprima Y; = ~ Xii 8;, 
poi ~ (Y; - Y; )2 ed infine l'estimatore fedele di a 2 • 1 

I 
Nota: 

Il programma può essere utilizzato per un qualsiasi modello lineare nei parametri 
da stimare. 11 modello generale di tale funzione è dato da: 

Y; = ~,f, (X;1 .... ) + ~2f2 (X;1 .... ) + ... + 8,f, (X;1 .... ) 

iri cui le f; sono funzioni arbitrarie delle variabili x;1, x;2, ... , x; 5 

f,(x,,. ... ) f2(x,,. ... ) ... f,(x,,. ... ) 
f 1 (x210 ••• ) f2(x210 ••• ) .•• fr(x2,. ... ) 

X 

f,(Xn1• ... ) f2(X , ... ) ... fr(Xn1, ... ) 
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3 - DIAGRAMMA 
A BLOCCHI 

192 

INl'ZIO 

0114 l<(rlD1 NP) 
y (l'JD) 

AA(Nf!41'1P-1) 
B~(llP."1,9f) 

_____ -{NP = numero parametri: r 
NO = numero dati: n 

_____ -["'";meoto dati 

rstampa della somma 
- - - - - - -~esidua dei quadrati 

______ [stampa dei parametri e 

talla loro deviazione standard. 

FINE 



N 

______ fvalore del punto per 
linterpolazione 

_ _ _ _ _ _ lstampa del valore 

lterpolato 
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N 

N 

194 

AA(J"A1 1'1) 
: A~ c:i1, :r1) 

_____ Jsub -ro~tine di 
1egress1one 

_____ rAzz~r~mento delle L matrici AA e BB 



N 
K :.Kt..\ 

r------=--J :r-1 :: :r-" 
ST = ~T+ 

N 

tRisoluzione del sistema: 
- - AA X= BB 

cfr programma 9) 
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SR-=SR+ t 
.--------t. "'' - - - - SA = somma residua dei quadrati 

Y<Il-xlt ,.,.,,~ 

N 

s~ -= SR/ ___ {ss = s, 

(l'ID-IVP) 
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4 - PROGRAMMA 

1 REM 
2 REM 
3 REM 
4 REM 
5 REM 
6 REM 
7 REM 
8 REM 
9 REM 
10 REM 
11 REM 
100 REM 
110 REM 
120 REM 
130 HOME 
140 PRINT 
150 PRINT 
1.60 PRINT 
1.70 PRINT 
180 PRINT 

PROGRAMMA DI REGRESSIONE 
LINEARE MUL TIPL.A 

AlJTOREIH.Hi'IUT 

IrESCRIZIONE I 
IL. PROGRi'IMMi'I PERMETTE [II i'IIri'ITTi'IRE UN 
INSIEME [II IrATICXCll, •• ,xcNPl,Y) i'IL. MOirEL.L.O 

Y=BCl>*XCll+,,,+BCNR>*X<NP> 

REGOLE [i'USO 

TABI 8ll'PROGRAMHA DI REGRESSIONE' 
Ti'IBC llll'L.INEi'IRE MUL.TIPL.i'I' 

Ti'IBC 20ll'AUTOREIH,Hi'IUT' 
: PRINT 

190 PRINT '1,[IEFINIRE IL. NUMERO [II GRUPPI DI Di'ITI 
'I PRINT 

N E DT PARi'IMETRI NP 

200 PRINT '2,INSERIRE POI GLI ND GRUPPI DI Di'ITI 
MODEL.1...01' 

?lO PRINT 
220 PRINT ' YCil=BCll*XCI,11 + BC2>*XCI,21 + 

NP> 
1,2,,., ,Nn• 

230 PRINT 

SECONDO IL SEGUENTE 

,,+BCNPl*XCI, 
I= 

240 PRINT '3,SE Bill Ri'IPPRESENTA UN TERMINE COBTi'IN- TE, TUTTI GLI XCl,11 
DEVONO ESSERE UGUi'IL.I i'I 11 

250 VTi'IB 12211 PRINT 'PREMERE UN Ti'ISTO PFR PROSEGUIRE': GET i'I$ 
260 REM 
270 REM GESTIONE [IEI Di'ITI IN INPUT 
280 REM 
290 HOME 
300 PRINT 'MOirEL.L.01 ' 
31.0 PRINT ' YCil=Blll*XCI,ll + BC21*XCI,21 + ,, ,,+BCNPl*XII, 

NPI I= 
1,2,,,., ,ND 1 

320 PRINT 
330 INPUT 'NUMERO [II Pi'IRi'IMETRil NP•'INP 
340 INPUT 'NUMERO DI Di'ITI: ND='IND 
350 REM 
360 REM ISTRUZIONI [II DIMENSIONi'IMENTO 
370 REM 
380 IrIM XINir,NPJ,YCNirl,i'IACNP - 1,NP - 11,BBCNP - 1,01 
390 REM 
400 REM INSERIMENTO DATI 
410 REM 
420 FOR I = 1 TO ND 
430 PRINT : PRINT 'GRUPPO 'III' [II Di'ITI' 
440 FOR J = 1 TO NP: HTi'IB CIO> 
450 PRINT ·xc•;I;•,•;J;">":cv = PEEK (37>: VTAB CCVII HTi'IB 1201: INPUT • 

=· ;x1I,.o 
460 NEXT , .. 1 

470 HTAB 11.0)1 PRINT 'YC'IIl')'ICU = PEEK (37)1 UTi'IB CCVII HTAB C20>: INPUT 
'='IYCil 

480 NEXT I 
490 REM 
500 REM CHIAMi'ITA DEL SOTTOPROGRi'IMHi'I 
51.0 REM 
520 GOSUB 1000 
530 REM 

197 



540 REM GESTIONE DEI RIBUL.TllTT 
550 REM 
560 HOME : Cl\LL - 198 
570 PRINT •snMMI\ RFSJDl)I\ DEI QUADRATI= • ;sR 
580 PRINT 'Ul\RTl\NZll DFGL.I XCII •;ss 
590 PRINT 
600 PRINT 'STRIMI\ DEI •; Tl\BC 251;'DEVIllZinNI' 
610 PRINT 'PARAMETRI'; TABI 251;'STl\NDl\RD' 
620 PRINT '**************'; TABI 251;'**********' 
630 FOR I = 1 TO NP 
640 Il = I - 1 
650 SD = SQR IAAII1,I111 
660 PRINT 'BC';I;'J=';BBClt,01; Tl\B( 251;sD 
670 NEXT I 
680 REM 
690 REM STAMPI\ EUENTIJALE DELLA MATRICE DELlF COUllRTl\NZE 
700 REM 
710 PRINT : PRINT 'SE NON SI VUOLE LA MATRICE DFl.LF COVllRil\NZF, PR 

EMERE ESC ALTRIMENTI UN ALTRO TASTO'! GET l\S 
720 IF ASC CA$) = 27 THEN GOTO 870 
730 FOR I = 1 TO NP 
740 HOME 
750 PRINT ·crn ONNll •;1;· DFLl.11 MllTRICF DT COVl\RillNZll:' 
760 I1 = I - 1 
770 FOR J = 1 TO NP 
780 Jl = J - 1 
790 PRINT Tl\B( 51;1\l\CI1,J11 
800 NEXT J 
810 PRTNT 'PRFMERE UN TASTO PF'R CONTIN!.11\RF' 
820 GFT 1\$ 
830 NEXT I 
840 REM 
850 REM SCELTI\ PER L'INTERPOLAZIONE 
860 REM 
870 PRINT INPUT 'INTERPOLAZIONETIS O NI! ';I\$ 
880 IF A$ = 'N' THEN END 
890 YT = O 
900 FOR I = 1 TO NP 
910 PRINT ·x·;n·=·:cv = PEEK (371: VTAB ccvi: HTAB 161: INPUT. ·;x 
920 YT = YT +X* BBCI - 1,01: REM CALCOLO DELl.'INTERPOLAZIONE SECONDO IL 

MODELLO DATO 
930 NEXT I 
940 PRINT : PRINT 'Y= •; TABI 711YT: PRINT 
950 GOTO 870 
1000 REM ************************************************** 
1010 REM SOTTOPROGRAMMI\ DI REGRESSIONE LINEARE MULTIPLA 
10?.0 REM ESSO PERMETTE DI ADATTARii. I.IN INSIEME DI DATI 
1030 REM BPERIMFNTALI<I,11,,,,, CI,NPl,YIII AL SEGUENTE MODELLO 
1040 REM AD NP PARAMETRI: 
1050 RE~ YIIl=B<ll*XII,11 t B<21*XCI,2l t ,,, t B<NPl*X<I,NPI 
1060 REM I=l,2,,,,,ND 
1070 REM 
1080 REM REGOLE PER L'USO DEL SOTTOPROGRAMMA 
1090 REM 1.DATI NECESSARI: 
1100 REM * ND=NUMERO DI DATI 
1110 REM * NP=NUMERO DI PARAMETRI 
1120 REM * XCI,Jl=VALORI DELLE VARIABILI INDIPENDENTI 
1130 REM DEFINITE NEL MODELLO 
1140 REM I=l,2,,,,,ND 
1150 RFM ,.1=1,:?,. .. ,NP 
1160 REM * YIIl=VALORI DELLA VARIABTl.F DIPENDFNTF 
1170 REM 1=1,2,,,,,ND 
1180 REM 2.RIBULTl\TI FORNITI: 
1190 RFM * BBCI-1,0J=BTIMATORE DEL PARAMETRO BCI~ 
1200 REM I=0,1,,,,,NP-1 
1210 RFM * AA(I-1,J-ll=COVl\RIANZA DI BIIJ,B(J) 
1220 REM I=0,1,,,,,NP-t 
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1?30 
1240 
l250 
1260 
1 :no 
l.280 
1290 
1300 
1310 
1.320 
1330 
l.340 
l350 
1360 
l.370 
1.380 
1390 
1.400 
1410 
1420 
1430 
1440 
1450 
1460 
1470 
1480 
1490 
1.500 
1510 
1.520 
1530 
1540 
l~50 

1560 
1570 
1580 
1590 
1600 
1610 
16?0 
1630 
l.640 
l.650 
1.660 
1670 
1680 
1690 
1700 
1720 
1730 
1740 
1.750 
l760 
1770 
1780 

RFM l=0,1,,,.,NP-1 
RFM * SR=SOMMA RFSUlllA DFI f"lUADRATI 
RFM * SS=VARIAN7A DFGLI YIII 
REM 3,l!i'IRIABTU 1 .. ITIJ I77ATEl 
REM I, I 1r,.1,.J1, k', M, N, ND, NF'r SR r SS, ST 
RFM 4,UETTrtPT F MATRICI l!TILI77ATil 
REM AAINP-1,NP-11,BBINP-1,0l,XIND,NPl,YINDI 
REM 5,SOTTOPROGRAMMA CHIAMATOl 
REM SUBRnlJTINF 2000 PER L' INVFRSHlNF fil 1.INA MATRICE 
RFM ************************************************** 
RFM 
RFM INI7IALIZ7AZIONI 
RFM 

SR = OlN = NPlM = l 
FOR I = O TO NP - 1 
FOR .J = O TO NP - 1 

AA<I,.Jl O 
NEXT ,I 

BB<J,01 =O 
NEXT T 
REM 
REM 
REM 
REM 
FOR 
FOR I 
FOR K 

Il = I 

CALCOLO DELLA MATRICE XITIX DA MFMORI7ZARF IN AA 
<SI USA XITI F'ER JN[ITC.ARF LA TRASPOSTA DI Xl 

1 TO NP 
J TO NF' 
l TO Nfl 

- l; .Jl - .J - 1 
AAITl,.Jt) AA<Tl,.J1.l + XCK,Tl * XIK,.Jl 

NFXT K 
AA<.J1,I11 AAIIt,.Jll 

NEXT , .. 1 
NEXT I 
REM 
RFM CALCOLO DI X<TIY DA MEMORIZZARE IN BB 
REM 
FOR I TO NP 

I1 = I ·-
FOR K TO ND 

BB<I1,0l BB<I1,0I + XIK,Il * Y<KI 
NEXT K 
NFXT I 
REM 
RFM CHIAMATA DEI.I.A SUBROl.ITINE PER LA RTSOLl.IZIONE flI llN STSTFMA 
RFM 
GOSUB ?000 
RFM 
RFM rAI cni.n fl!OGU ì' (TI TFORTCI DEL MOftF!IO 
RFM 
FOR TO ND 

ST = O 
FOR .J TO NP 

.Jj = .. 1 ·-

ST = ST + X<I, .Il* B1JU1,0l 
NEXT .J 

1790 X<I,Ol = ST 
1800 NFXT T 
1.810 r<nt 
1820 RFM CALCOLO DELL'ESTIMATORE DEI.I.A VARIANZA DEGLI ì'(I) 
1.830 REM 
1840 FOR I = 1 TO Nfl 
1850 SR = SR + llYIIJ - XII,Oll A 21 
1860 NEXT I 
1.870 REM SR=SOMMA RFSiftUn DEI f"ll.IADRATT 
1880 SS = SR I IND - NPI 
1.890 RFM 
1900 REM CAl.rOLO DELl.A MATRICE DFLLF COVARIANZE 
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1910 REM MEMORIZZATA IN AACI,JI 
1920 REM 
1930 FOR = O TO NP - l 
1940 FOR J = O TO NP - 1 
19:10 AA C I,. I) = AA (I, .JI * SS 
1960 NEXT .J 
1970 NEXT I 
1980 RET-1.IRN 
2000 REM ****************************************** 
2010 REM SOTTOPROGRAMMA PER lA RISOLUZIONE 
2020 REM DEL SISTEMA MATRICIALE AA*X=BB 
2030 REM PER I DETTAGLI CFR PROGRAMMA SPECIFICO 

****************************************** 
N - t:Ml = M - 1:DET = 1 
K = O TO N1 
AACK,KlllK = K:JK = K:PAV = ABS CPUI 
I = K TO Nll FOR J = K TO Nt 

2040 
2050 
2060 
2070 
2080 
2090 

RF.M 
Nl = 

FOR 
PV = 

FOR 
IF ABS CAACI,Jll > PAV THFN PV = AACI,JllPAV ABS CPUIHK T: .H< 

2100 
2110 
2120 
2130 
2140 
2150 

2160 
2l.70 

2180 
2190 

2?00 
2210 

2220 
2230 
?240 
22~0 

2260 
2270 
22fl0 
2290 
2300 
231.0 
2320 
2330 
2340 
?350 

2360 
2370 

2380 
2390 
2400 
2410 

2420 
2430 
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•. 1 
NEXT ,J, I 

PCCK) = JKlPLCKI IK 
. IF IK < > K THEN DF.T 

IF JK < > K THEN DFT 
DET = flET * PV 

- DET 
- DF.T 

IF DET = O THEN HOMF. PRINT 'IL DETERMINANTE E'NULLO,NESSUNA SOLUZ 
IONE': END 

IF IK K THF.N GOTO 2200 
FOR I O TO Nt:TT = AACIK,IllAACIK,II 

I 
IF Ml 
FOR I 

I 

- 1 THF.N 
O TO Mt:TT 

GOTO 2200 
BBCIK,Jl:BBCJK,II 

K THF.N GOTO 2220 

AACK,IllAACK,11 

BB C K ,I I :BB C K, I) 

IF .JK 
FOR I 

I 
O TO N1:TT = AACI,JKllAACI,JKl • AACI,Kl:AACI,KI 

FOR I O TO Nl:CSCII = AACI,Kl:AACI,KI = o: NF.XT I 
CSCKI = O:AACK,K> = 1 

FOR I O TO NllAACK,11 
IF Ml - I THFN GOTO 
FOR I O TO MllBBCK,II 
FOR J n TO Nll IF J = 
FOR I O TO N t: AA U, I I 
IF Ml - 1 THEN GOTO 
FOR I O TO Ml :BB<.l,II 
NFXT .J 

= AACK,Il I PV: NF.XT 

.J 

.J 

I 

NEXT K 
FOR I 
IF IK 
FOf~ .J 

IF Ml 
FOR .. 1 

NF.XT T. 
FOR J 
IF •. IK = 
FOR I = 

NEXT ,J 
RETURN 

2?70 . 
= BBCK,II I PUl NF.XT I 
K THF.N GOTO 2310 
= AA ( .J' I ) - es ( I) * AA ( K' I) : NEXT I 
2310 
= F<BU,II -·r.SUI * BBCK,Tll NFXT I 

NI TO O STF.P - tlIK = PCCil 
I THFN GOTO 2380 
O TO Nt:TT AACI,.JllAACI,.1) 

-· 1 THF.N 
o r.o Mt nT 

GOTO 2380 
BB C T ,.J l ; BB ( I , J I 

Nl TO O STEP - l:JK = PLCJI 
.. 1 THF.N GOTO 2420 
O TO NllTT = AACI,JllAACI,J) 

AACIK,JllAACIK,JI 

BB I IK, .JI: BB CIK, .. Il 

AACI,JKllAAII,JK) 

TT: NEXT 

TT: NEXT 

TT: NEXT 

TT: NF.XT 

TT: NEXT 

TT: NEXT 



5 - ESEMPIO PRATICO 

L'esempio presentato è relativo ad una regressione lineare a 4 parametri (NP = 4) 
relativa a 6 gruppi di dati (N D = 6): 

x, 
X2 o 1 4 
X3 o o 3 
X4 o o o 2 

y = 0.98 3.96 1.99 -2.98 

viene inoltre calcolata l'in!erpolazione per x, 

RUN 
PROGRAMMA DI REGRESSIONE 

I TNFARF M!JI. TIPI Il 

AUTORE: H, HA!.IT 

I.DEFINIRE IL NUMERO DI GRUPPI DI DATI 
N E DI PARAMETRI NP 

2.INSERIRF POI GLI ND GRUPPI DI DATT 
SECONDO Il SEGUENTE MOflFl .. L O: 

Y<Il=Bltl*X<I,11 + Bl?l*X<I,21 + 
,,+BINPl*XII,NPJ 

I=1,2, ... • ,ND 

3.SE Bill RAPPRESENTA UN TERMINE COSTAN
TE, TUTTI GLI XII,tl DEVONO EBSFRF 
UGUALI A 11 

PREMERE UN TASTO PER PROBEGUJRE 
MODELLO: 

YIJl=Bl11*XII,11 + B12l*X<I,2l + ·• 
,,+B<NPl*XII,NPJ 

1=1 ,?, • t • rNfl 

NUMERO DI PARAMETRI: NP=4 
NUMERO DI DATTI ND=6 

GRUPPO 1 [Il Dl\TI 
xo,11 

=1. 
xo.,21 

=O 
Xll.,31 

=O 
Xll ,41 

=O 
YI 11 

=0.98 

1 o 
3 1 
2 o 

-12.01 -1 

= 1, X 2 = 1, X3 = 1, X4 = 1. 
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GRUF'F'O 2 DI Dr'HT 
X< 2, 1) 

X<2,2) 

X<2,3) 

XC?,4l 

Y(2) 

GRUF'F'O 3 flI Dl\TI 
X<3r1 l 

X<3,2l 

xc~,3) 

X<3,4l 

Y(3) 

GRUF'F'O 4 DI fll\TI 
X<4,1l 

X<4,2l 

X<4,3l 

X(4,4l 

Y<4) 

GRUF'F'O 5 nT Dl\TI 
X<5,1) 

X(5,3) 

)((5,4) 

Y(5) 

GRUF'F'O 6 DI fll\TI 
X<6,l) 

X<6,2) 

X<6,3l 

X<6,4) 

=1. 

=1. 

=O 

=O 

=3.96 

=1 

=1 

=l 

=O 

=!..99 

=1 

=4 

=3 

=2 

=-2.98 

=l 

=l 

=? 

=-1.2,01 

=1 

=O 

=1 

=O 

=-1. 

SOMMI\ RESIDUI\ tLET fll.11\DRl\TT= 5.36363637E-
04 
Vl\Ril\NZI\ flEGU XCI) 2,Mlt8l81.8E-
04 
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STRIMll DFI 
PllRllMETRI 
************** 
IH 1 )=,96727271.9 
I< ( 2) =3, 00545455 
B(3)=-1.97499998 
B<4>=-5.02545457 

DEVIllZinNI 
STllNr•llRD 
********** 
.0120946679 
6, 98285977E ... 03 
.0163762578 
.02?7613381 

SE NON SI VUOLE LII MllTRICF DELLE 
COVllRillN7.F, PREMERE Eflr llLTRIMENTT UN lii 
TRO TllSTO 
COLONNll I DELLA MllTRTCE DT COUllRil\NZA; 

l.46280992F-04 
-2, 4380165:~E-05 
-1..34090909F-04 
1..58471075E-04 

PRFMERE UN TllSTO PER CONTINUllRE 
COLONNll 2 DELLll MATRICE DI CnVllRTl\NZI\: 

-2.43801653E-05 
4.87603306E-05 
-3,5001.0768E-14 
.... 4. R7603306F-05 

PRFMFRF UN Tll!'lTO PFR C(lNTJNlll'IRF 
COLONNA 3 DELLA Ml'ITRJCF nI COUl\ATl\N711! 

-l.34090909f-04 
4 .. OA1. 1 OO~CjF-·1.4 
2.6R1.8HH9F-04 
-~ ~ :-:t1:~2?7?74F-0-4 

PRFMFRF UN TllSTO PFR CONTHJl.Jl\RF 
COL.ONNll 4 DEI !.A Ml'ITRICF DT COUl\RTl\N?A; 

1..5847107".F-04 
.... 4, 871,0:'3o7F-05 
-::z;. ::Z:!=i??7?74F-04 
5,18078513E-04 

PRFMERF UN Tl\ST(l PFR CONTINIJl\RF 

TNTFRPO! l'l?TONF?CS O Nl: R 
Xl= 

X2= 

X3= 

X4= 

Y= -~.n?77?7?B 

TNTFRPOI l\7T0Nf?CR O· Nl! N 

tempo d'esecuzione: 7"3 
memoria richiesta: 6881 bytes (senza REM 3385). 
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PROGRAMMA NUMERO 16 

ADATTAMENTO AD UN POLINOMIO 

1 - METODO NUMERICO 

L'adattamento di dati sperimentali ad una funzione polinomiale può essere visto 

come un caso particolare di regressione lineare multipla applicata al modello teorico 

Il problema consiste pertanto nella ricerca degli estimatori b0 , b1, ... , bd dei 

coefficienti ~0 , ~, .... , ~d utilizzando le n coppie di dati sperimentali (x;, Y;). 

Il metodo ricalca essenzialmente quello svolto nel capitolo precedente. Le matrici 

X e Y vengono definite nel modo seguente: 

x, xz 
1 

xci 
1 

Xz xz 
2 

xd 
2 

X y 

Xn xz n xd n 

Il numero dei parametri ~; risulta essere r = d + 1 (ove d è il grado del 

polinomio). 

Il programma fornisce gli estimatori dei parametri ~;. la loro deviazione standard, 

lo scarto quadratico, la varianza di Y;, la matrice :Eb delle covarianze e permette di 

stimare il valore y relativo ad un qualsiasi valore x. 11 programma infine fornisce, a ri

chiesta, un grafico del polinomio interpolatore con una rappresentazione dei dati spe

rimentali. 

Riferimenti bibliografici: C5, G1, H2, W1. 
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Nota tecnica: 
11 programma corrispondente al listing presentato qui di seguito richiede la disponi

bilità di una memoria superiore a 16K per fornire una rappresentazione grafica del 
polinomio. Per far "girare" ugualmente il programma su un elaboratore con una me
moria di 16K occorre eliminare buona parte delle linee di commento. In particolare si 
consiglia di sopprimere le seguenti linee presenti nel listing: 

1-120, 190-280, 360-380, 450-4 70, 490-51 O, 610-630, 760-780, 820, 
900-920, 950-960, 1040-1070, 1120, 1220-1230, 1290-1310, 1330, 1410, 
1450, 1520, 2010-2270, 2290-231 O, 2380-2400, 3010-3080, 4010-4050. 

Si può inoltre notare che le due sub-routines relative alla regressione lineare multi
pla ed alla risoluzione di un sistema sono presentate in forma compatta; ciò permet
terà al lettore, confrontandole con quelle presentate nei capitoli precedenti, di ren
dersi conto dei vantaggi ottenuti sia in termini di memoria utilizzata che di velocità di 
esecuzione. 
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2 - DIAGRAMMA 
A BLOCCHI INIZIO 

----f rado del polinomio 

----f umero dei dati 

- - - - {nserimento dati 

i/J~~ __ Jsub-routine di regressione 

1--E---t..JL _ _JJ ~ineare multipla 

interpola >---~o __ _ 
iiol\f' ? 

!valore del punto 
- -~a interpolare 

f Calcolo di Y con t algoritmo di Horner 

- _rstampa del valore 
~nterpolato 
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_......,5 __ -< ~Fico 
Grafico su una grigllJ._ _ _ _ _ ? 

di 266 x 148 puntf 

FIN~ 

208 

yc1) 

yx , yç 

HGR 
Heolol":3 

__ -{~:c:r~a ~:nlmo 
XF = X massimo 
tra i valori di XD(I) 

- - {passo per X 

[

Calcolo di Y(I) per X= Xl ~ XF con passo XL 
Ricerca di 

- - - YI = Y minimo 
YF = Y massimo 

tra i valori di YD e Y(I) 



I: I~ll 

1C,.~.t(18-t- KDU:)->CF" 
XL 

X p: .cn _ YDC:t)_ Y% 
YL. 

llplo~ Xf-t, YP to YP+t.1 YP 

Hplot lCP, yp_i, to XP,YP+.t. 

YP :AS~
)"'<zl-Y:t 

YL 

__ -{Grafico di punti 
sperimentali: + 

Hplot 
~o I 1 YP ~Grafico del 

- - - - - - - polinomio 
nterpolatore 

FIWE 
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3 - PROGRAMMA 

2 
3 
4 

6 
7 
8 
9 
10 
1t 
1.2 
1.00 
li.O 
120 
130 
1.40 
150 
1.60 
170 
180 
1.90 

200 
21.0 

220 
230 

240 
250 
260 
270 
280 
290 
300 
310 
320 
330 
340 
350 
360 
370 
380 
390 
400 
410 
420 
430 
440 
450 
460 
470 
480 
490 
500 
510 
5?0 
5~0 

540 
550 
560 
570 

ADATTAMENTO AD UN POLINOMIO 
DI GRAflO DE, 

l'IUTORF:: H, HA!JT 

DESCRIZIONE: 

REM 
RFM 
REM 
REM 
REM 
RFM 
REM 
REM 
REM 

IL PROGRAMMA PERMETTE DI ADATTARE UN INSIEME 
DI DATI SPERIMENTALI AD UN POLINOMIO DI GRADO 

REM 
REM 
REM 

DE: Y=BCOJ t Blll*X t Bl2l*XA2 t ,,, t BIDEl* XADE 

REM 
REM 
REM 
HOME 
PRINT 
PRINT 
F'RINT 

REGOLE D'USO 

TABI Bll'ADATTAMENTO A UN POLINOMIO' 
TABI 1.4ll'DI GRADO DF ' 

PRINT TABI 201l'AUTORE:H.HAUT' 
PRINT : PRINT 
F'RINT '1. DEFINIRE Il.. G!~ADO DEL POL TNOMlO 

SPFRIMFNTALI' 
PRINT 

F IL NUMERO DEI DATI 

PRINT '2,TNTRODURRE POI LE ND COPPIE DI DATI XIIJ,YIIJ DA ADATTAR 
E l'IL POLINQMIO: Y=B<OJ t Blll*X t ,,, t BIDEl*XADE' 
PRINT 
PRINT '3,IL PROGRl'IMMl'I FORNISCE GLI ESTIMl'ITORI DEI B<IJ,LA MATRICE 
DEI.LE COVARIANZE, DA' I.A POSSIBILITll' DI EFFETTUARE UNA INTERPOLA 
ZIONF E Il. FffLl'ITJ\,10 GRAPCO' 
VTl'IB 1221: PRINT 'PREMERE UN TASTO PER PROSEGUIRE •: GFT A$ 
REM 
REM GESTIONE DEI DATI IN INPUT 
RFM 
HOMF 
INPUT 'GRADO DEL POLINOMIO= 'IDF 
PRINT 
INPUT 'NUMERO DI DATI= ";ND 
RFM 
REM TSTRUZIONT DT DTMFNSIONAMENTO 
REM 
DIM X<ND,DE t 1.J,YDCNDJ,AACDF,DFJ,BBIDE,OJ,Yl268J,XDINDJ 
REM 
REM INSFRIMFNTO DATI 
RFM 
PRINT 
FOR I = 1. TO ND 
PRINT 
PRINT IICV PFEK 13711 VTAB ICVJI HTAB 11.0JI INPUT 'X='IXDIIJ 
HTAB 1101: INPUT 'Y='lYDIIJ 
NFXT I 
RFM 
RFM CHIAMATA DEL SOTTOPROGRAMMA 
RFM 
GOSUB 2000 
RFM 
REM GESTIONE DEI RISULTATI 
REM 
HOMF 
PRINT 'SOMMA RFSIDl.11'1 DFI QUADRATI= 'lSR 
PRINT 'VARIANZA DXI= •;ss 
F'RINT 'FSTIMATDRI DET' TABI 2 l 'DFVIA?IDNI' 
PRINT • PARAMETRI •; ARI 25> ' TllNDARD ' 
PRINT '**************' TABI 2 > '**********' 
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580 FOR I = O TO DF 
590 SD = qoR <l'll'llI,Ill 
~00 PRINT 'B('JIJ'l='JBB<r~o>; TABC ?5);SD 
610 RFM 
620 REM STl'!MPI'! I\ RCHIFSTI'! DFI LI\ Ml'!TRICF DI COl'l'IRil'IN?l'I 
630 REM 
640 NEXT I 
650 PRINT ! PRINT 'SF ST VllOI F I l'I MATRICF f!FI. LF COVl'IRTl'IN7.E I<ATTFRF llN Tl'IS 

TO l'ILTRIMENTI FSC'! GFT A$ 
660 IF l'ISC (1'!$1 = 27 THFN GOTO 790 
670 FOR I = O TO f!E 
1,80 HOME 
690 PRINT 'MATRICE DI COVl'IRTl'IN?l'I' 
700 PRINT 'COLONNl'I •;I;'!' 
710 FOR J = O TO DF 
720 PRINT Tl'IBC 5111\l'llJ,Il 
730 NEXT J 
740 PRINT : PRINT 'PREMERE llN Tl'ISTO PER CONTINUl'IRF • ! GFT 1\$ 
750 NEXT I 
760 REM 
770 REM Fl'ICOLTl'I' DT TNTFRPOLl'IZIONE 
780 REM 
790 PRINT : TNPUT 'INTERPOLl'l?IONE? ISO Nl!'ll'I$ 
800 IF 1'1$ = 'N' THFN GOTO 930 
810 PRINT : INPlJT ·x = •;x 
820 REM Cl'ILCOLO DFLI 'TNTERF'OL.l'IZTONF CON IL Mi::TODO DT HORNFR 
830 P = BBlflE,O) 
840 FOR I = 1 TO DF 
850 ,J1 = DE ·- I 
860 P = P *X t BBIJ1,0l 
870 NEXT I 
880 PRINT 'Y='IP 
890 GOTO 790 
900 RFM 
910 REM STl'IMPA DEL GRAFICO ISF RICHIEBTOl 
920 REM 
930 PRINT ! INPUT 'REPPRFSFNTAZIONE GRl'IEICA? (S n Nllll\$ 
940 TE 1'1$ = 'N' THFN FND 
950 RFM 
960 REM Cl'ILCOLO DI X MINIMO E X Ml'IBSIMO 
970 RFM 
980 XI = 1E38!XE = - 1E38 
990 FOR I = 1 TO ND 
1000 IF XDIII ) XE THFN XF XDIIl 
1010 IE XDIIl < XI THFN XI XDIIl 
1020 NEXT I 
1030 XL = IXE - XII I 266 
1040 RFM Cl'ILCnln DI y MINIMO F y Ml'ISSTMO 
1050 REM F CALCOLO SIMULTl'INFO DEI VETTORE Y12A8l CHF 
1060 RFM DEFINISCE IL GRl'IFICO DEL POLINOMIO 
1070 REM 
1080 Pl = BBCDF,Ol 
1090 YI = 1E38!YF = - 1E38 
1100 FOR I = O TO 268 
1110 X = XI t I * XL 
1120 REM Cl'ILCOLO DEL VALORE DEL POLINOMIO TN X 
1130 P = P! 
1140 FOR J = 1 TO DE 
1150 J 1 = DE - ... 1 

U 60 P = P * X + BB ( . .Il , O l 
1170 NEXT .J 
1180 Y < I l "' P 
11.90 IF P YF THEN YF ~ F' 
1200 IF P < Yl THEN Yl P 
1210 NFXT I 
1220 RFM 
1230 REM 

F'RnSECllZJONF nr.:1 .. CAICO!.O F'FR y ~!TN. F y MAX. 
TRII I Vl'ILORI Dl'ITl 
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1.240 
l.250 
1.?M) 
1270 
1280 
1290 
1300 
131.0 
1.320 
l.330 
1340 
P50 
1.3f,O 
1:>170 
1.380 
1.390 
1.400 
141.0 
1420 
1430 
1440 
1445 
1.4!50 
1.460 
1.470 
1480 
l.490 
1500 
1510 
1.520 
l.530 
1.540 
1550 
l.560 
1.570 
1580 
2000 
2010 
2020 
20:'10 
2040 
2050 
2060 
2070 
2080 
2090 
2100 
?.1.10 
21.20 
21.30 
2140 
2150 
?1.60 
21.70 
21.80 
21.90 
2?00 
2?10 
2220 
2no 
2?40 
??50 
??60 
227() 
2280 
2290 
?300 
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F!lR I = 1 T!l i'ffl 
IF Yntl) ~ YF THFN YF YnlIJ 
TF yn1r1 , Yl THFN YT YOIJ) 
NFXT I 

YL = IYF - YTJ I 1.48 
RF.M 
REM TNI?IO DFI r.R11Frrn 
RFM 
HOME ; HGR : Hr!l!.!lR= 3 
RFM REl'll T77A7T!1NF nn I , T N(ll IADRl'ITW<A GRl\[11 ll'ITA 
HPLOT o,9 TO 0,159 T!l ?70,159 T!l 270,9 TO o,9 
F!lR I = 1. T!l 9 

XP = ?7 * l:YP = 1~9 - 1~ * I 
HPLOT 268,YP T!l 270,YP 
HPL!lT XP, 9 T!l XF' ,1. 1 
HPLOT XP,157 T!l XP,159 
NEXT I 
RFM !HilMPil TIFT l..IMTTT 
VTAB l?lJ 
PRINT ·x:•ptr~·"' ·;xF;· PAR •;?7 *X! 
PRINT •y:•;yr;· ,.. •;vF;· F'AR •;t~ * YI 
VTl\B < 1) 

REM VISUALIZZilZIONE DEI PUNTI BPERIMFNTl\LI 
FOR I = 1. TO ND 

XP = 268 + CXDCIJ -
YP = 157 - CYDCIJ -

HPLOT XP - 2,YP TO 
HPLOT XP,YP - 2 T!l 
NEXT I 

XF) I XL. 
VI) I YI. 
XF' + 2,YP 
XP,YF' + 2 

REM GRAFICO DEL POLINOMIO INTERPOLATORE 
HPLOT O, 157 - C Y CO) - YI ) I YI. 
FOR I = 1 TO 268 

YP = 157 - IYCIJ - YIJ I YL 
HPLOT TO IrYF' 
NEXT I 
END 
REM 
RF.M 
REM 
RFM 
RFM 
REM 
RF.M 
REM 
REM 
REM 
REM 
REM 
RFM 
REM 
RF.M 
REM 
RF.M 
REM 
RFM 
REM 
RFM 
REM 
RFM 
RFM 
RF.M 
REM 
RF.M 
REM 

NF' = 
REM 
REM 

********************************************** 
S!lTTOPROGRAMMil DI ADATTAMENTO AL POLINOMIO 

Y=FCOJ + FC1.l*X + FC2l*XA2 +,, + B([IEl*XADE 
DEI DATI SPERIMENTALI XCIJ,YCIJ 

REGOLE PER L'USO DEL SOTTOPROGRAMMI\ 
I.DATI NECESSARI; 

* DE=GRADO DEL Pffi.INOMIO 
* ND=NUMERO DI DATI 
* XD I I> =ABC I BSE DFI P!INTI 

I=l.,.~r••~rND 
* YDCJ)=ORDINl\TE nFI PUNTI 

I=1,?, ••• ,Nfl 
2.RISUL.TATI FORNITI: 

* FFCT,Ol=RTIMA DI BCIJ 
I=0,1., ••• ,DE 

* AACI,Jl=COVARIANZA DI 
I,.J=0,1,,,,,DF 

* BR=BOMMA RESIDUA DEI QUADRATI 
* BR=VARTANZA DFGl.I Y<I> 

3,VARIABILI UTILI?lATE! 
DF,I,.J,ND,NP 

4, VETTORI E MATRICI UTil.JZ7ATI; 
XCND,DE+l.l,XDCNDJ 

5,ROTTOPROGRAMMI RICHIAMATI! 
3000!RFGRFBBIONF LINEARE MULTIF~A 
4000:RIROLU7IONE nI l.IN SISTEMA UNFARE 

********************************************** 
DE + 1 

DFFINIZIONE flELL.A Ml\TRTCE X DEL TFBTO 



?:<110 REH 
?320 FOR I 1 TO ND 
?330 X<I, 1J 1 
2340 FOR J 2 TO NP 
2350 X (I, J) X[I (Il ·' ( J - 1l 
2360 NEXT ... 1 
2370 NEXT I 
?:<IRO RF.:H 
2390 RF.:H r.HillHllH1 DEL SOTTIJPROGRllMHll DT RF.:GRFSSIONF UNFr'IRF Mlii TIPI Il 
?400 RFH 
2410 GOSUR 3000 
?420 RFTURN 

3000 RFM ********************************************** 
301 O RFM SOTTOPROGRl\HHA DI RFGRFSSIONF LINEr'IRF Mlii TIPI. A 
30?0 REM UFRSIONE COMPATTATA 
"o\O:-z;o PFM 
::::040 F!FM 
>\()~_::;() PFM 
:·~()/.O r~FM 

~07() F~FM 

··i:oRn r.;.:FM 

CFR TI PROGRllHMll DI REGRESSIOlff I. INFl\RF 
Hl I! T r F·r r~ F'F.:F; I F RFGnl E [I, 1. rso 
TI ~'ETTORE Y(NDl F' BOSTITllTTO fil\! 

'.!FTTnRF YD < ND l 
********************************************** 

'':\(190 c.R :::: O! N :::: i'-JP ! M :·:: 1 

3100 FrlF' T '· () Tn Nr=· -· 1.: FOR ,I"' o TO NF' -- 1!111\(T,.J) = o: NFXT .r:BB".T,•~l 

:<11 'lf. 
:~120 

3130 
3140 

3150 
3160 
31.70 
3180 
3190 
3200 
3210 

3220 
4000 
4010 
4020 
4030 
4040 
4050 
4060 
4070 
4080 
4090 
4100 

4110 
4120 
4130 
4140 
4150 
4160 

F:rn T " 1 Tn NF': FOR . r = I Tn NP: FDR K = l Tn ND 
Tl •= T ·- l: .. 11 = .. 1 ··- t:AA<It,.ltl = llA<I1,,J1) + X<K,T> * X(K,.11: NFXT K 
AA<Jl ,I1l = 1111( I1 ,,Jl.): NEXT .l,I 

FOR I = 1 TO NP:I1 = I - 1: FOR K = 1 TO ND:BB<Il,Ol = BB<Il,01 t X< 
K,Il * YD<KJ: NEXT K,I 

GOSUB 4000 
FOR I 1 TO ND:ST O 
FOR J = 1 TO NP:Jl J - llST = ST + X<I,Jl * BB<Jl,Ol: NEXT J 

X<I,Ol = ST: NEXT I 
FORI= 1 TO ND!SR SR + <CYD<II - XII,0)1 A 21: NEXT I 

SS = SR I <ND - NPl 
FOR I =O TO NP - 1: FOR J =O TO NP - 1:111\(I,Jl = l\ll(I 1 J) * ss: NEXT 

,.I, I 
RETURN 

REH *************************************** 
REH SOTTOPROGRllHHll PER L'INVERSIONE DI UNII MATRICE 
REH IN VERSIONE CDHPllTTllTll 
REH 
REH 
REM 

N1 = 
FOR 

PV = 
FOR 
JF 

J 

LII VllRillBILE DET E' SOSTITUITI\ CON DT 

*************************************** 
N - 1:H1 = H - l.!DT = 1 
K = O TO N1 
111\(K,Kl:IK = K:JK = KlPllV = ABS <PV) 
I = K TO Nl: FOR J = K TO Nl 
llBS (1\1\II~J)) > PAV THEN PV = llll<I,J)lPllV 

NEXT J,I 
PC<Kl = JKlPL<K> IK 

IF IK < > K THEN DT 
IF JK < > K THFN DT 

DT = DT * PV 

-· flT 
- DT 

l\BS <Pvi:rn I ~,..IK =-

IF DT = O THEN HOHE F'RINT 'IL DETERMINANTE E' NULl .. O, NESSUN/\ SOU.1 
ZIONE': END 

4170 IF IK K THEN GOTO 421.0 
4180 FDR I O TO Nt:TT 111\IIK,Il:All<IK,Il 1\1\(K,T)!l\l\(K,Tl = TTl NEXT 

I 
4190· IF Hl - 1 THEN GOTO 4210 
4200 FORI O TO Hl:TT BBIIK,I1:BB<IK,Il BBCK,Il!BBCK,I) TT: NEXT 

I 
4210 IF JK K THEN GOTO 4230 
4220 FORI O TD Nl:TT = All<I,JK1:AACI,JK1 = AllCI,K1:1111<I,Kl TT: NEXT 

I 
4230 FOR O TO Nl.!CS<Tl = l\ll(I,K1:Al\(I,Kl =o: NEXT I 
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4240 
4250 
4260 
4270 
4280 
4290 
4300 
4310 
4320 
4330 
4340 
4350 
4360 

4370 
4380 

4390 
4400 
441.0 
4420 

4430 
4440 

CSCK) = o:AACK,Kl = 1 
FOR I O TO Nl:AACK,IJ 
IF Ml - 1 THEN GOTO 
FOR I O TO MllBB(K,Tl 
FOR'J O TO Nll IF J = 
FOR I O TO NUAACl,II 
IF Ml - 1 THFN GOTO 
FOR I O TO MllBBCl,II 
NEXT .. 1 

= AACK,I) I PVI NEXT I 
4280 

,J 

,J 

I 

NEXT K 
FOR I 
IF IK 
FOR ,J 

IF Ml 
FOR J 

NEXT I 
FOR J 
IF JK = 
FOR I = 

NEXT ,J 
RETURN 

= BBCK,I) I PVI NEXT 
K THFN GOTO 4320 
=' Al\ (.J' I) - es (.I) * AA ( K' I) : NEXT 
4320 
= BBC.1,1) -· CSUJ * BBCK,Ill NEXT 

N1 TO O STEP - 11IK = PCIIl 
I THFN GOTO 4390 
O TO N11TT AAII,JJIAACT,JJ 

- 1 THEN GOTO 4390 
O TO MllTT BBCI,JJIBBCI,JJ 

Nl TO O STEP - 11...IK = PLCJJ 
J THEN GOTO 4430 
O TO NllTT = AAII,JJIAACI,JJ 

AACIK,JJIAACIK,Jl 

BBIIK,JJ:BBCIK,JI 

AACI,JKllAACI,JK) 

4 - ESEMPIO PRATICO 

NEXT 

TTI NEXT 

TTI NEXT 

L'esempio illustra l'adattamento ad un polinomio di terzo grado delle 7 coppie di 
valori sperimentali: 

X - 3, - 2, - 1, 
y - 4,5, 2.7, 3.1, 

O, 
0.9, 

1, 
2.6, 15.1, 

3 
42.6 

e fornisce la stima dei parametri, la matrice delle covarianze, una interpolazione per 
x = 0.5 ed una rappresentazione grafica dei dati sperimentali e della funzione poli
nomiale calcolata. 

1RUN 
ADATTAMENTO A UN POLINOMIO 

DI GRADO DF 

AllTDREIH.HAUT 

I.DEFINIRE IL GRl\DO DEI .. POLINOMIO 
E IL NUMERO DEI DATI SPERIMENTALI 

2.INTRODURRE POI lF ND COPPIE DI DATI 
XC Il, Y CI I rrA ADATTARE lii POLINOMIO l 
Y=BCOl + BC1l*X + .,, + BIDEl*XADE 

3.IL PROGRAMMI\ FORNISCE GLI ESTIMATORI 
DEI BCII ,LII MATRICE DELIF COVl\Ril\NZE, 
Dli' LII POSSJBILITI\' DT EFFETTUARE UNA 
INTF.RPIJl.AZIONE E Il REI ATIVO GRAFICO 

PREMERE UN TASTO PER PROSEGUIRE 
GRADO DFl. POLINOMIO= 3 
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NUMERO DI DATI• 7 

2 

4 

5 

6 

7 

l<'=-3 
Y=-4.5 

X=-2 
Y•2.7 

)(•-1 
Y=3.1 

l<'=O 
Y=0.9 

X=1 
Y=2.6 

X=2 
Y=15.1 

X=3 
Y=42.6 

SOMMA RESHIUA DEI n!.IADRATT= • 303333339 
VARIANZA D XI= .101111113 
ESTIMATORI DEI DEVIAZIONI 

PARAMFTRI STANDARD 

************** ********** 
B<0>=.8428571.39 
Blll=-.930158738 
B<2>=2.02142857 
F.1(3)=.977777778 

.183595697 
162936657 

.0346944336 

.0216357806 

SF SI Vl.IOLE LA MATRJCF DELLE COVARIANZE 
BATTERE UN TASTO Al.TRIMENTT ESC 
MATRTr.F nT r.nVARTAN7A 

COLONNA o: 
.0337037043 
1, 52689317E-11 
-4.8148149E-03 
-l.94105385F-12 

PREMERE UN TASTO PER CONTINUARE 
MATRICE DI COVARIANZA 
COLONNA 1: 

1.52689316E-1t 
.0265483543 
-3.3645922E-12 
-3,27674902E-03 

PREMERE UN TASTO PER CONTINUARE 
MATRICE DI COVARIANZA 
COLONNA 2: 

-4,8148149E-03 
-3.3645922E-12 
1.20370372F-03 
4.46338587E-13 
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PF:EMERF UN Tl\STO PER CONTHHJl\f~F. 

Ml\TRICF nr COVl\Ril\NZI\ 
COLONNA '.'5l 

--1. .94M~.i~fl5E-1.? 
·-'.'5. 27<'> 7490?F.·-0'.'5 
4,4f,'.'5'.'5fl~flf.F-·1.'.'5 

4 , 681. 0700'.'5F--04 

PREMERE IJN TASTO PER CONTTNUARF 

TNTFRPOLl\?IONF? (8 O Nl:S 

X = O,~ 
Y=1.00"i~<i71.4 

X ~ -0.5 
Y=1,691071.4~ 

INTFRPOl.A?TONF? es n NllN 

REPPREBF.NTAZJONF GRAFICA es o NJlB 

ll 
,,. 

] 

_,,,.,,..-/' 
,,..,..r~~~---&.- I -----~ 

.:-.r ---:--
.r __ 

-" 
'~~~--'-------'~~~ 

~ n 
! f 

i ! 
• I 
; i 

I ..! 
i i 

/ J 
' ! J ! 

; I 
1 1 
! ! 

~l J 
i 

i 
j 

J 

1 
! 

tempo d'esecuzione : 10"2 ( + 26" per il grafico) , 
memoria richiesta 5869 bytes (per poter eseguire il grafico occorrono invece più di 
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16K. Se non si dispone di tale capacità è necessario, come indi
cato in precedenza, eliminare dal testo del programma le frasi 
di commento). 
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Leggendo questo libro il lettore potrà formarsi 
quella logica di base indispensabile per la risolu
zione di problemi di matematica e statistica. 
Potrà altresì ottenere quattro risultati parimenti 
importanti. 
Comprendere, a fondo la materia grazie all'ap
proccio metodico di ahalisi del problema. Appro
fondire i concetti di programmazione conosciuti. 
Eliminare la risoluzione "a mano" un'inutile perdi
ta di tempo. Avere alla fine, dei programmi che 
possono essere l)tilizzati sia singolarment~ che in 
un ambito più vasto . 
Ad ogni programma viene preposta un'esposizio
ne schematica del metodo numerico e delle tecni
che di programmazione utilizzate il diagramma a 
blocchi relativo all'algoritmo, il listato (direttamen
te da calcolatore) e un esempio pratico (anche' es
so ottenuto da calcolatore) in cui tra l'altro vengo
no specificati il tempo e la quantità di memoria 
impiegati. 
Per la codifica dei programmi presentati (struttu
rati in due parti, una generale, assicura la gestio
ne corretta su video .dell'input/output, l'altra, co
stituita da una routine a sua volta suddivisibile in 
più subroutine, è la risoluzione del problema) si è 
utilizzato il BASIC Afi>plesoft implementato sul si
stema Appie Il. 
Le particolarità di questa versione, però, sono uti
lizzate solo nella gestione input / output, per cui 
risulta molto semplice adattare gli stessi progn:1m
mi ad altre versioni BASIC. 
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